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2002 年 8 月 在 北京 举行 国际 数学 家 大 会 《JCM2002) 

期 间 ，91 岁 高 岭 的 数学 大 师 陈省身 先生 为 少年 儿童 题词 

写 下 了 “数学 好 玩 ”4 个 大 字 。 
数学 真 的 好 玩 吗 ? 不 同 的 人 可 能 有 不 同 的 看 法 。 

有 人 会 说 ， 陈 省 身 先 生 认为 数学 好 殉 ， 因 为 他 是 
数学 大 师 ， 他 懂 数 学 的 奥妙 。 对 于 我 们 凡夫 俗 子 来 说 
数学 枯燥 ， 数 学 难 懂 ， 数 学 一 点 也 不 好 玩 。 

其 实 ， 陈 省 身 从 十 几 岁 就 觉得 数学 好 玩 。 正 因为 
觉得 数学 好 玩 ， 才 兴致 艺 勃 地 玩 个 不 停 ， 才 玩 成 了 孝 
学 大 师 。 并 不 是 成 了 大 师 才 说 好 玩 。 

所 以 ， 小 孩子 也 可 能 觉得 数学 好 玩 。 

当然 ， 中 学 生 或 小 学 生 能 够 体会 到 的 数学 好 玩 ， 
和 数学 家 所 感受 到 的 数学 好 玩 ， 是 有 所 不 同 的 。 好 比 
象棋 ， 刚 入 门 的 棋 手 觉得 有 趣 ， 国 手 大 师 也 觉得 有 趣 ， 
但 对 于 具体 一 步 棋 的 奥妙 和 其 中 的 趣味 ， 理 解 的 程度 
却 大 不 相同 。 

世界 上 好 玩 的 事物 ， 很 多 要 有 了 感受 体验 才能 食 
著 知 株 。 有 酒仙 之 称 的 诗人 李白 写 道 , “但 得 此 中 环 ， 
匆 为 醒 者 传 "， 不 喝酒 的 人 是 很 难 理解 酒 中 乐趣 的 。 

但 数学 与 酒 不 同 。 数 学 无 所 不 在 。 每 个 人 或 多 或 
少 地 要 用 到 数学 ， 要 接触 数学 ， 或 多 或 少 地 能 理解 一 


些 数学 。 


里 在 2000 多 年 前 ， 人 们 就 认识 到 数 的 重要 。 中 国 
古代 哲学 家 老子 在 《道德 经 》 中 说 :“ 道 生 一 ， 一 生 
二 ， 二 生 三 ， 三 生 万 物 。” 上 古 希腊 毕 达 到 拉 斯 学 派 的 四 
想 家 菲 洛 劳 斯 说 得 更 加 确定 有 力 :“ 庞 大 、 万 能 和 完美 
无 铁 是 数字 的 力量 所 在 ， 它 是 人 类 生活 的 开始 和 主宰 
者 ， 是 一 切 事物 的 参与 者 。 没 有 数字 ， 一 切 都 是 混乱 
各 村 上 暗 的 。 

既然 数 是 一 切 事 物 的 参与 者 ， 数 学 当然 就 无 所 不 
在 了 。 

在 很 多 有 趣 的 活动 中 ， 数 学 是 幕后 的 策划 者 ， 和 是 
游戏 规则 的 制定 者 。 

玩 七 巧 板 ， 玩 九 连环 ， 玩 华容 道 ， 不 少 人 玩 起 来 
乐 而 不 倦 。 玩 的 人 不 一 定 知道 ， 所 玩 的 其 实 是 数学 。 
这 大 ,从 书 里 ， 吴 鹤 上 苓 先生 编著 的 《七 巧 板 、 九 连环 和 
华容 道 一 一 中 国 古 典 智力 游戏 三 绝 》 一 书 ， 讲 了 这 些 
智力 游戏 中 蕴含 的 数学 问题 和 数学 道理 ， 说 十 论 今 ， 
引人入胜 。 丛 书 编者 应 读者 要 求 ， 还 收入 了 吴 先 生 的 
另 一 本 备 受 大 家 欢迎 的 《 幻 方 及 其 他 一 一 娱乐 数学 经 
典 名 题 y》 该 书 题材 广泛 、 内 容 有 趣 ， 能 使 人 在 游戏 中 
启迪 思想 、 开 阔 视 野 ， 锻 炼 思 维 能 力 。 丛 蔬 的 其 他 各 
册 ， 内 容 也 时 有 涉及 数学 游戏 。 游 戏 就 是 玩 。 把 数学 
游戏 作为 从 书 的 重要 部 分 ， 是 “好 玩 的 数学 ” 题 中 应 
有 之 义 。 

数学 的 好 玩 之 处 ， 并 不 限于 数学 游戏 。 数 学 中 有 
此 极 具 实用 意义 的 内 容 ， 包 含 了 深刻 的 奥妙 ， 发 人 深 


思 ， 使 人 惊讶 。 比 如 ， 以 数学 家 欧 拉 命名 的 一 个 公 亏 
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这 里 指数 中 用 到 的 x， 就 是 大 家 熟悉 的 圆周 率 ， 即 图 
的 周 长 和 直径 的 比值 ， 它 是 数学 中 最 重要 的 一 个 常数 。 
数学 中 第 2 个 重要 的 常数 ， 就 是 上 面 等 式 中 左 端 出 现 
的 e， 它 也 是 一 个 无 理 数 ， 是 自然 对 数 的 底 ， 近 似 值 
为 2.718281828459…。 指 数 中 用 到 的 另 一 个 数 i， 就 
是 虚数 单位 ， 它 的 平方 等 于 一 1。 谁 能 想到 ， 这 3 个 出 
身 大 不 相同 的 数 ， 能 被 这 样 一 个 简洁 的 等 式 联系 在 一 
起 呢 ? 从 书 中 ， 陈 仁政 老师 编著 的 《说 不 尽 的 zy》 和 
《不 可 思议 的 e》， 分 别 详尽 地 说 明了 这 两 个 奇妙 的 数 
的 来 历 、 有 关 的 轶 事 趣 谈 和 人 类 认识 它们 的 漫长 的 过 
程 。 其 材料 的 丰富 详尽 ， 论 述 的 清楚 确切 ， 在 我 所 知 
的 中 外 有 关 书 籍 中 ， 无 出 其 右 者 。 

如 果 你 对 上 面 等 式 中 的 虚数 i 的 来 历 有 兴趣 ， 不 
妨 翻 一 翻 王 树 禾 教 授 为 本 丛书 所 写 的 《数学 演义 》 的 
“第 十 五 回 三 次 方程 曾 剧 获得 公式 解 ” 神 医 卡 丹 内 六 
难 全 诡辩 量 ”。 这 本 章 回 体 的 数学 史 读 物 ， 可 谓 通 而 不 
俗 、 深 入 浅 出 。 王 树 禾 教授 把 数学 史上 的 大 事 趣事 刷 
事 ， 像 说 评书 一 样 ， 向 我 们 九 九 道 来 ， 使 我 们 时 而 惊 
讶 、 时 而 叹息 、 时 而 感 奋 ， 引 来 无 穷 怀念 退 想 。 数 学 
好 玩 ， 人 类 探索 数学 的 曲折 故事 何尝 不 好 玩 呢 ? 光 看 
看 这 本 书 的 对 联 形式 的 四 十 回 的 标题 ， 就 够 过 把 姜 了 。 
王 教 授 还 为 从 书写 了 一 本 《数学 聊斋 )， 把 现代 数学 和 
经 典 数 学 中 许多 看 似 古 怪 而 实则 富有 思想 哲理 的 内 容 ， 
像 《 聊 高 》 讲 鬼 说 狐 一 样 最 大 限度 地 大 众 化 ， 努 力 使 
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读者 不 但 “ 知 其 伏 ” 而 且 “ 知 其 所 以 钛 "。 在 这 里 ， 坟 
学 的 好 玩 ， 已 经 到 了 相当 高 雅 的 层次 了 。 

谈 祥 柏 先生 是 几 代数 学 爱好 者 都 熟悉 的 老 科普 作 
家 ， 大 量 的 数学 科普 作品 早已 脸 炙 人 口 。 他 为 丛书 所 
写 的 《 乐 在 其 中 的 数学 )， 很 可 能 是 他 的 封 笔 之 作 。 此 
书 吸取 了 美国 著名 数学 科普 大 师 加 德 纳 25 年 中 作品 的 
精华 ， 结 合 中 国 国情 精心 改编 ， 内 容 新 颖 、 风 格 多 变 、 
雅俗共赏 。 相 信 读 者 看 了 必 能 乐 在 其 中 。 

吻 南 轩 老师 所 写 的 《数学 美 拾趣 》 一 书 ， 自 2002 
后 初版 以来 ， 攻 得 读者 广泛 好评。 读书 以 流 崭 的 文人 

图 绕 一 些 有 趣 的 数学 内 容 进行 了 纵 模 知识 面 的 联系 与 
扩展 ， 足 以 开阔 眼界 、 拓 广 思维 。 读 者 群 中 有 理科 和 
文科 的 师 生 ， 不 但 有 数学 爱好 者 ， 也 有 文学 艺术 的 爱 
好 者 。 该 书 出 版 不 久 即 脱 销 ， 有 一 些 读者 家 书 而 未 能 
如 愿 。 这 次 作者 在 原 书 基础 上 进行 了 较 大 的 修订 和 补 
充 ， 列 入 丛书 ， 希 望 能 满足 这 些 读者 的 心愿 。 

世界 上 有 些 事物 的 变化 ， 有 确定 的 因果 关系 。 但 
也 有 着 大 量 的 随机 现象 。 一 局 象棋 的 胜 负 得 失 ， 一 步 
一 步 地 分 析 起 来 ， 因 果 关 系 是 清楚 的 。 一 盘 麻 将 的 输 
赢 ， 却 包含 了 很 多 难以 预料 的 偶然 因素 ， 即 随机 性 。 
有 趣 的 是 ， 数 学 不 但 长 于 表达 处 理 确定 的 因果 关系 ， 
而 且 也 能 表达 处 理 被 偶然 因素 支配 的 随机 现象 ， 从 偶 
然 中 发 现 规律 。 孙 荣 恒 先生 的 《趣味 随机 问题 》 一 书 ， 
向 我 们 展示 出 概率 论 、 数 理 统计 、 随 机 过 程 这 些 数学 
分 支 中 许多 好 玩 的、 有 用 的 和 新 颖 的 问题 。 其 中 既 有 
经 典 趣 题 ， 如 赌 徒 输 光 定理 ， 也 有 近年 来 发 展 的 新 的 
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方法 。 

中 国 古 代数 学 ， 体 现 出 算法 化 的 优秀 数学 思想 ， 
曾 一 度 辉 煌 。 回 顾 一 下 中 国 古 算 中 的 名 题 趣事 ， 有 助 
”于 了 解 历 史 文化 ， 振 奋 民族 精神 ， 学 习 庚 辑 分 析 方 法 ， 
发 展 空 间 想 像 能 力 。 郁 祖 权 先生 为 从 书 所 著 的 《中 国 
古 算 解 趣 )， 诗 、 词 、 书 、 画 、 数 五 术 俱 有 ， 以 通俗 艺 
术 的 形式 介绍 韩信 点 兵 、 苏 武 牧羊 、 李 和 白 沾 酒 等 40 余 
个 中 国 古 算 名 题 ; 以 题 说 法 ， 讲 解 我 国 古 代 很 有 影响 
的 一 些 数学 方法 ; 以 法 传 知 ， 氢 述 这 些 算法 的 历史 背 
介 和 实际 应 用 ， 并 对 相关 的 中 算 典 籍 、 著 名 数学 家 的 
生平 及 其 贡献 做 了 简要 介绍 ， 的 确 是 青少年 的 好 读物 。 

读 一 读 《好玩 的 数学 )， 玩 一 玩 数学 ， 是 消闲 娱 
乐 ， 又 是 学 习 思 考 。 有 些 看 来 已 经 解决 的 小 问题 ， 再 
多 想 想 ， 往 往 有 “柳暗花明 又 一 村 ”的 感觉 。 

举 两 个 例子 : 

《中 国 古 算 解 趣 》 第 37 节 ， 讲 了 一 个 “三 俩 垂钓 ” 
的 题目 。 与 此 题 类 似 ， 有 个 “五 猴 分 桃 ”的 趣 题 在 世 
江上 广泛 流传 。 著 名 物理 学 家 、 诺 贝尔 奖 获得 者 李 政 
道教 授 访 问 中 国 科学 技术 大 学 时 ， 曾 用 此 题 考 问 中 国 
科学 技术 大 学 少年 班 的 学 生 ， 无 人 能 答 。 这 个 问题 ， 
据说 是 由 大 物理 学 家 狄 拉克 提出 的 ， 许 多 人 尝试 着 做 
过 ， 包 括 狄 拉 克 本 人 在 内 都 没有 找到 很 简便 的 解法 。 
李 政 道教 授 说 ， 著 名 数理 钦 辑 学 家 和 哲学 家 怀 德 海 曾 
用 高 阶 差 分 方程 理论 中 通 解 和 特 解 的 关系 ， 给 出 一 个 
巧妙 的 解法 。 其 实 ， 仔细 想 想 ， 有 一 个 十 分 简单 有 趣 
的 解法 ， 小 学 生 都 不 难 理解 。 


原 题 是 这 样 的 ,5 只 猴子 一 起 摘 了 1 堆 桃 子 ， 因 
为 太 累 了 ， 它 们 商量 决定 ， 先 睡 一 觉 再 分 。 

过 了 不 知 多 久 ， 来 了 1 只 猴子 ， 它 见 别 的 猴子 没 
来 ， 便 将 这 1 堆 桃 子平 均 分 成 5 份 ， 结 果 多 了 1 个 ， 
就 将 多 的 这 个 吃 了 ， 拿 走 其 中 的 1 推 。 又 过 了 不 知 多 
久 ， 第 2 只 猴子 来 了 ， 它 不 知道 有 1 个 同伴 已 经 来 过 ， 
还 以 为 目 己 是 第 1 个 到 的 呢 ， 于 是 将 地 上 的 桃子 堆 起 
来 ， 平 均 分 成 5 份 ， 发 现 也 多 了 1 个 ， 同 样 吃 了 这 1 
个 ， 拿 走 其 中 的 1 堆 。 第 3 只 、 第 4 只 、 第 S 只 猴子 
都 是 这 样 …… 问 这 5 只 猴子 至 少 摘 了 多 少 个 桃子 ? 第 
5 个 猴子 走 后 还 剩 多 少 个 桃子 ? 

已 路 和 解法 : 题目 难 在 每 次 分 都 多 1 个 桃子 ， 实 
际 上 可 以 理解 为 少 4 个 ， 先 借 给 它们 4 个 再 分 。 

好 玩 的 是 ， 桃 子 尽管 多 了 4 个 ， 每 个 猴子 得 到 的 
桃子 并 不 会 增多 ， 当然 也 不 会 减少 。 这 样 ， 每 次 都 刚 
好 均 分 成 $ 扒 ， 就 容易 算 了 。 

想 得 快 的 一 下载 看 出 ”桃子 增加 4 个 以 后 ”能 名 
被 5 的 5 次 方 整除 ， 所 以 至 少 是 3125 个。 把 借 的 4 个 
桃子 还 了 ， 可 知 5 只 猴子 至 少 摘 了 3121 个 桃子 。 

容易 算出 ， 最 后 剩 下 至 少 1024 -4= 1020 个 桃子 。 

细 细 地 算 ， 就 是 ， 

设 这 工 扒 桃子 至 少 有 z 个 ， 借 给 它们 4 个 ， 成 为 
过 十 4 个 。 

5 个 猴子 分 别 拿 了 a，5b5，c，d，。e 个 桃子 (其 中 
包括 吃 掉 的 一 个 )， 则 可 得 


a= (z+4) /5 
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b=4 (x+4 )/25 
c=16 (x+4 )/125 
d=64 (x+4 )/625 
e=256 (x +4 )/3125 

e 应 为 整数 ， 而 256 不 能 被 5 整除 ， 所 以 (xz+4) 
应 是 3125 的 倍数 ， 所 以 

(z+4) =312S& (kk 取 自 然 数 ) 

当 k=1 时 ， z=3121 

个案 是 ， 这 $ 个 猴子 至 少 摘 了 3121 个 桃子 。 

这 种 解法 ， 其 实 就 是 动力 系统 研究 中 常用 的 相似 
变换 法 ， 也 是 数学 方法 论 研究 中 特别 看 重 的 “了 映射 - 反 
演 ” 法 。 小 中 见 大 ， 也 是 数学 好 玩 之 处 。 

在 《说 不 尽 的 x》 的 5.3 节 ， 谈 到 了 祖冲之 的 密 
率 355/113。 这 个 密 率 的 妙 处 ， 在 于 它 的 分 母 不 大 而 
精确 度 很 高 。 在 所 有 分 母 不 超过 113 的 分 数 当 中 ， 和 和 
r 最 接近 的 就 是 355/113。 不 但 如 此 ， 华 罗 庚 在 《 数 
论 导 引 》 中 用 丢 番 图 理论 证 明 ， 在 所 有 分 母 不 超过 
336 的 分 数 当中 ， 和 x 最 接近 的 还 是 355/113。 后 来 ， 
在 夏 道行 教授 所 著 《r 和 e》 一 书 中 ， 用 连 分 数 的 方法 
证 明 ， 在 所 有 分 母 不 超过 8000 的 分 数 当 中 ， 和 r 最 
接近 的 仍然 是 355/113， 大 大 改进 了 336 这 个 界限 。 
有 趣 的 是 ， 只 用 初中 里 学 的 不 等 式 的 知识 ， 竟 能 把 
8000 这 个 界限 提高 到 16500 以 上 1! 

根据 x = 3.1415926535897…， 可 得 |355/113 一 x| 志 
0.00000026677， 如 条 有 个 分 数 g/p 比 355/113 更 接近 x， 
一 定 会 有 
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1355/113— g/p|<2x0.00000026677 
也 就 是 
355p ~113g|/113p<2 x0.00000026677 

因为 g/p 不 等 于 355/113， 所 以 |355p 一 113g | 不 

第 0。 但 它 是 正 整数 ， 大 于 或 等 于 1， 所 以 
1/113p<2x0.00000026677 
由 此 推出 
p>1/(113x2x0.00000026677 ) >16586 

这 表明 ， 如 果 有 个 分 数 g/p 比 355/113 更 接近 
Xx， 其 分 母 p 一 定 大 于 16586。 

如 此 简单 初等 的 推理 得 到 这 样 好 的 成 绩 ， 可 谓 鸡 
刀 宰 和 牛 。 | 

数学 问题 的 解决 ， 常 有 “出 平 意料 之 外 ， 在 平 情 
理 之 中 ”的 情形 。 

在 《数学 美 拾趣 》 的 22 章 ， 提 到 了 “ 生 锈 圆规 ” 
作 图 问题 ， 也 就 是 用 半径 固定 的 圆规 作 图 的 问题 。 这 
个 问题 出 现 得 很 早 ， 历 史上 著名 的 画家 达 , 苏 奇 也 研究 
过 这 个 问题 。 直 到 20 世纪 ， 一 些 基本 的 作 图 ， 例 如 已 
知 线段 的 两 端点 求 作 中 点 的 问题 (线段 可 没有 给 出 
来 )， 都 没有 答案 。 有 些 人 认为 用 生 锈 圆规 作 中 点 是 不 
可 能 的 。 到 了 20 世纪 80 年 代 ， 在 规 尺 作 图 问题 上 从 
来 没有 过 贡献 的 中 国人 ， 不 但 解决 了 中 点 问题 和 另 一 
个 未 解决 问题 ， 还 意外 地 证 明了 从 2 点 出 发 作 图 时 生 
锈 圆规 的 能 力 和 普通 规 尺 是 等 价 的 。 那 么 ， 从 3 点 出 
发 作 图 时 生 锈 圆规 的 能 力 又 如 何 呢 ? 这 是 尚未 解决 的 
本题 。 
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开始 提 到 ， 数 学 的 好 玩 有 不 同 的 层次 和 境 替 。 数 
学 大 师 看 到 的 好 玩 之 处 和 小 学 生 看 到 的 好 玩 之 处 会 有 
所 不 同 。 就 这 套 从 书 而 言 ， 不 同 的 读者 也 会 从 其 中 得 
到 不 同 的 乐趣 和 葵 处 。 可 以 当做 休闲 娱乐 小 品 随 便 番 
翻 ， 有 助 于 排 遗 工作 疲劳 、 俗 事 烦 恼 ; 可 以 作为 教师 
参考 资料 ， 有 助 于 活 唉 课堂 气氛 、 尼 巡 学 生 心 吞 ; 可 
以 作为 学 生 诬 外 读物 ， 有 助 于 开阔 眼界 、 增 长 知识 、 
锻炼 次 辑 基 维 能 力 。 即 使 对 于 数学 修养 比较 高 的 大 学 
生 、 研 究 生 甚至 数学 研究 工作 者 ， 也 会 开卷 有 益 。 数 
学 大 师 华 罗 庚 提倡 “小 敌 不 侮 *"， 上 面 提 到 的 两 个 小 题 
自 都 有 名 家 做 过 。 从 书 中 这 类 好 玩 的 小 问题 比比 内 是 ， 
说 不 定 有 心 人 还 能 从 中 挖 出 宝 矿 ， 有 所 斩获 呢 。 

史 嗓 不 少 了 ， 打 住 吧 。 谨 以 此 序 祝 《 好 玩 的 数学 》 


从 书 成 功 。 
> 
wh 
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数学 ， 如 果 你 正确 地 看 待 它 ， 则 会 发 现 它 
具有 一 种 至 高 无 上 的 美 ， 一 种 冷色 而 严肃 的 
美 ， 这 种 美 没有 音乐 或 绘画 那 般 华丽 的 装饰 ， 
它 纯洁 到 常 高 的 地 步 ， 达 到 了 只 有 最 伟大 的 艺 
术 才 能 显示 的 那 种 完美 的 境界 。 

一 一 罗素 (Russell，1872 一 1970， 英国 
数字 家 ， 诺 贝尔 文学 奖 得 主 ) 


元 末 明 初 ， 文 豪 罗 贯 中 著 《 三 国 演义 》， 把 西 署 学 
者 陈 寿 的 史书 《三 国志 》 通 俗 化 ， 使 本 来 仅 少 数 文 人 
学 士 读 得 懂 的 雅文 典籍 变 成 非 文 盲 大 众人 人 爱 看 的 文 
学 名 著 ; 董卓 的 罪 摹 、 曹 操 的 奸 凶 、 刘 备 的 虚伪 、 和 孙 
权 的 狂 诈 和 孔明 的 智慧 ， 历 史 故 事 讲 得 九 刀 动听 ， 历 
史 人 物 写 得 榈 栅 如 生 。 百 姓 们 “看 三 国 掉 了 眼泪” 或 同 
情 黎 民 或 痛恨 恶 者 , 《三国 演义 》 是 世界 文学 史上 的 极 
品 之 一 。 

数学 史上 重大 事件 的 意义 和 众多 数学 家 的 伟业 与 
三国志》 所 述 的 人 与 事 相 比 有 过 之 而 无 不 及 。 例 如 中 国 
圳 代 的 著名 数学 家 刘 徽 、 祖 冲 之 、 祖 眶 、 张 递 、 秦 九 韶 、 
杨 溜 、 李 治 和 朱 世 杰 等 ， 他 们 对 世界 数学 的 贡献 诸如 于 
的 近似 值 、 中 国 剩余 定理 、 杨 辉 三 角 与 幻 方 、 堆 井 与 天 
元 术 等 等 ; 古 希 腊 数学 四 巨头 毕 达 哥 拉 斯 、 欧 儿 里 得 、 


阿 基 米 德 和 阿波 罗 尼 奥 斯 的 光辉 成 就 ， 例如 百 牛 足 理 、 
第 一 次 数 竺 危机、 无 理 数 的 发 现 、 欧 几 里 得 公理 几何 系 
统 的 问世 、 阿 基 米 德 利用 穷竭 法 与 切片 法 求 圆 面积 与 球 
体积 、“ 气 定理 ”系列 、 贺 锥 曲线 的 发 现 、 三 大 作 图 题 的 
提出 等 等 ; 文艺 复兴 之 后 ， 意 大 利 数学 家 卡 丹 对 三 次 与 
四 次 方程 的 求 根 和 发 现 复数 ， 皮 亚 诺 回答 了 什么 是 上 自然 
数 等 等 ; 17 世纪 法 国 向 卡 儿 发 明 解析 几何 ， 英 国 大 数学 
家 牛顿 和 德国 大 数学 家 莱 布 尼 兹 创立 了 微 积分 ; 18 到 19 
了 世纪， 法 国 著名 数学 家 柯 西 和 德国 著名 数学 家 魏 尔 斯 符 
拉 斯 等 人 把 微 积分 严格 化 ， 殉 服 了 第 二 次 数学 危机 ; 19 
世纪 德国 数学 家 戴 德 金 回答 了 什么 是 无 理 数 和 实数 ， 康 
托 尔 创造 了 离奇 的 无 穷 集合 ， 德 国 伟大 数学 家 高 斯 、 匈 
牙 利 数学 家 波 尔 约 和 俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 创 立 了 非 
欧 几 里 得 几何 ; 20 世纪 初 ， 英 国 大 数学 家 罗素 挑 起 了 第 
三 次 数学 危机 等 等 。 古 今 数 学 的 人 和 事 ， 实 为 人 类 文化 
的 精华 和 瑰宝 。 

我 们 效法 罗 员 中 ， 把 数学 史上 的 看 于 大 事 编 楷 成 
演义 体 的 一 册 科 普 著作 ， 把 数学 史上 的 人 和 事 努 力 写 
得 通俗 动听 、 令 人 音 悦 ; 数学 内 容 努 力 写 得 严密 准确 、 
津津 有 味 ， 进 行 深入 浅 出 的 研讨 ; 载 入 史册 的 数学 家 
则 如 实 写 得 平易 近 人 、 如 师 如 长 、 可 学 可 敬 ; 由 于 本 
书 读者 定位 在 “中 学 后 ”的 群体 ， 所 以 一 些 太 专门 的 
现代 数学 内 容 只 能 割爱 ; 但 是 ， 正 如 《三 国 演义 》 并 
不 是 专门 供 一 般 老 百姓 上 欣赏 的 作品 ， 几 乎 所 有 的 近 现 
代 文 学 家 也 都 认真 研读 过 《三 国 演义 )， 我 们 期 望 大 学 
师 生 力 至 数学 界 同 仁 会 认为 此 书 似 可 一 谈 ， 做 到 雅 俗 
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本 书 是 王 树 禾 著 《数学 聊斋 》 的 姊妹 篇 《数学 著 
裔 》 中 的 有 关内 容 ， 本 书 不 再 收入 ， 谈 者 可 以 把 两 册 
书 互 补 地 阅读 。 

感谢 科学 出 版 社 对 本 书 出 版 的 重视 和 支持 ; 也 要 
感谢 我 的 父母 ， 孩 提 时 代 听 他 们 讲 《 三 国 演义 》 的 故 
事 ， 诸 葛 亮 舌战 群 侍 、 弹 琴 退 敌 ; 关 云 长 单刀 赴 会 、 
刮 骨 疗 毒 等 等 ， 情 节 惊 心动 掀 ， 启 迪 智勇 ， 在 思想 上 
激 起 正义 、 胆 识 和 智慧 的 共鸣 ; 本 书 作者 的 文笔 可 比 
不 上 罗贯中 ， 只 是 东 施 效 而 ， 奢 望 这 本 小 书 成 为 读者 
们 的 好 朋友 ， 让 我 们 从 这 些 动 人 的 数学 故事 当中 得 到 
做 科学 做 人 的 正确 方向。 

小 书 一 本 喜 相 首 ， 数 学 多 少 事 ， 尽 在 笑谈 中 。 


王 树 天 
2004 年 5 月 于 
中 国 科学 技术 大 学 
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四 第 一 器 
手指 脚趾 计数 自然 
二 进 十 进 游戏 高 雅 


二 吉 50000 多 年 前 ， 我 们 的 祖先 手持 石器 木 棒 ， 刀 耕 火 
种 ， 狩 猎 捕 鱼 ， 逐 渐 有 了 “有 无 与 多 少 ”的 概念 ， 他 们 清点 猎 
物 和 收获 的 野 果 ， 拿 过 一 只 山 鸡 ， 就 扳 届 一 个 指头 ， 十 个 指头 
全 扳 届 了 ， 就 在 地 上 放 一 块 石子 ， 心 知已 得 十 只 山 鸡 ， 这 就 是 
十 进 制 的 萌芽 ， 指 头 是 自然 界 赋予 人 类 的 ， 所 以 后 人 称 从 1 开 
始 的 正 整数 为 自然 数 ，19 世纪 ， 德 国 大 数学 家 克 罗 内 克 说 . 
“上 帝 创 造 了 了 自然数， 其余 一 切 都 是 人 造 的 。” 此 话 中 的 “上 
第 ”如 果 理 解 成 宇宙 ， 则 此 言 言 之 有 理 。 篮 球 裁判 有 时 伸 出 五 
个 指头 ， 再 把 手 翻 一 下 ， 他 出 过 两 次 手势 ， 代 表 10 号 队员 犯 
规 ， 这 就 是 五 进 制 的 思想 ; 我 国民 间 约 定 俗 成 了 一 种 “手指 
数 ”". 伸 直 一 个 指头 代表 1， 伸 直 两 个 指头 代表 2，…… ， 伸 直 
五 个 指头 代表 5， 伸 出 大 拇指 与 小 拇指 代表 6， 伸 出 食指 与 中 
指 和 大 拇指 捏 在 一 起 代表 7， 伸 出 大 拇指 与 食指 代表 8， 伸 出 
食指 且 弯 曲 代 表 9， 伸 出 一 个 拳头 代表 10。 上 古代 南美 洲 印 第 安 
人 生活 困 盏 ， 加 之 天 气 炎 热 ， 几 乎 人 人 赤脚 ， 于 是 在 他 们 的 珀 
雅文 化 中 使 用 20 进 制 (手指 加 脚趾 =20)， 有 些 国家 也 受 了 玛 
雅文 化 的 影响 ， 例 如 丹麦 人 人、 威尔士 人 人、 格陵兰 人 等 ， 用 一 口 
人 代表 20， 两 口 人 代表 40 等 等 ， 英 国人 常用 Score (20， 记 
账 ， 计 算 ) 这 个 词 ， 他 们 心目 中 20 和 计数 是 有 内 在 联系 的 。 
主 巴比伦 人 ( 今 伊拉克 人 的 祖先 ) 则 用 60 进 制 ， 全 世界 的 计 


时 一 直到 现在 仍 在 沿用 60 进位 制 。 

到 了 近代 ， 数 学 家 把 进位 制 用 级 数 来 表达 ， 例 如 
在 十 进 制 中 ，2004=4X100+0x101+0x10 +2x10- 
模仿 十 进 制 的 这 种 表达 方式 ， 其 他 进位 制 的 数字 最 大 者 不 能 起 
过 进位 制 基数 (十进制 基数 是 10) 减 1， 例 如 5 进 制 中 没有 形 

如 2005 这 个 数 。 
在 5 进 制 中 数码 2004 折合 成 10 进 制 为 254 (会 符号 表示 
“规定 ”): 
2004 人 4xS+0xS+0x 和 +2XxS = 254; 
在 20 进 制 中 数码 2004 折合 成 10 进 制 为 16004: 
2004 公 4x200+0x201+0x20+2x20 = 16004 
一 般 而 言 ， 正 整数 在 10 进 制 中 是 N， 则 当 
N=aoxXb +alxXb!lt+ar Xb + +ar Xb” 
时 ， 在 5 进 制 中 写成 N = ayaw -14n-2'*a0， 其 中 5 是 目 然 数 。 
17 世纪 ， 德 国 大 数学 家 莱 布 尼 蒋 发 明了 二 进 制 ， 在 二 进 制 
中 ， 只 有 0 与 1 两 个 数字 ， 如 果 0 是 断 电 ，1 是 通电 ， 则 用 0-1 
化 表达 的 整数 适 于 “电气 化 "， 所 以 在 计算 机 上 二 进 制 很 号 香 。 
在 十 进 制 中 ， 可 以 编制 不 少 好 玩 的 数字 州 戏 。 
【游戏 1】  ”“ 用 手指 计算 器 ”计算 5 到 10 之 间 的 任 二 数 
之 积 。 
例如 8x9， 一 只 手 上 伸 出 8-S$=3 个 指头 ， 另 一 只 手 伸 出 9- 
5= 4 个 指头，3+4=7，7 就 是 积 的 十 位 数字 ， 把 两 手 弯 曲 的 
指头 数 相 乘 得 
2x1=2，2 就 是 积 的 个 位 数 ， 于 是 8x9=72。 
道理 , ab6=[(a-5)+(b-5)]10+(10-a)(10- 5)。 
【游戏 2】 ”把 你 心中 的 二 位 数 的 十 位 数字 乘 以 5 加 上 7， 
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再 二 倍 ， 加 上 原来 二 位 数 的 个 位 数 ， 结 果 是 几 ? 这 个 几 减 去 
14 就 是 你 让 我 猪 的 那个 数 。 
道理 ; 设 你 心中 的 二 位 数 是 ce， 则 2(Sa +7)+65= (10a +D) 
+14=ap+14。 
【游戏 3】 把 你 心中 的 三 位 数 的 百 位 数字 乘 以 2， 加 上 
3， 乘 以 5， 加 上 7， 再 加 上 原来 那个 数 的 十 位 数字 ， 乘 以 2， 
加 上 3， 乘 以 S， 再 加 上 原来 那个 数 的 个 位 数字 ， 结 果 是 几 ? 
这 个 几 减 去 235 就 是 你 让 我 猜 的 那个 数 。 
道理 ; 设 你 心中 的 三 位 数 是 cpc， 则 
$t2[S(2a+3)+7+8]+3)+c=100c +106+c+235 
【游戏 4】 ”把 你 心中 的 三 位 数 的 数字 顺序 颠倒 过 来 ， 如 
来 你 那个 数 百 位 与 个 位 不 一 样 ， 你 告诉 我 这 两 个 数 之 差 的 最 后 
一 个 数字 ， 我 就 能 猜 出 这 个 数 。 
道理 : abc =100a +1065+c, cba =100c +1065+a,a 关 c, 于 是 
abc -ci =100(a 一 c)+(c 一 a)， 知 道 了 c 一 a， 就 知道 a 一 
c， 于 是 差 100(4a 一 c) +(c 一 a) 就 知道 了 。 
【游戏 9】 @1 3 5 7 9 11 13 15 
©O2 3 6 7 10 1 14 15 
4 5 6 7 12 13 14 15 
8 9 10 11 12 13 14 15 
一 个 不 超过 15 岁 的 孩子 ， 只 要 他 告诉 我 他 的 年 龄 在 哪 几 
行 ， 我 立刻 知道 他 今年 几 岁 。 
迹 奔 : 把 他 告知 的 那 几 行 的 排头 相 加 即 得 。 
违 理 ; 把 上 述 4 行 的 数 (1 至 15) 都 表 成 二 进 制 ， 则 知 第 
1 行 最 后 数字 是 1， 第 2 行 倒数 第 2 个 数字 是 1， 第 3 行 倒数 第 
3 个 数字 是 1， 第 4 行 第 1 个 数字 是 1， 而 未 知 数 (年 龄 ) z 可 


表 成 


X= a02 + ai2 + a22 + a32 

zr 在 第 n 行 ， 则 <c，1 = 1， 例 如 你 说 你 的 年 龄 在 1，3，4 行 ， 
则 ao=a2>=aa3s=1| z=a02 + a2l+ a + a =1+2 +2 
=13 (〈 岁 )。 

如 果 你 用 1 到 31 (25-1) 这 31 个 数字 排 成 $ 行 ， 每 行 
16 个 数 ， 排 头 分 别 是 1，2，4，8，16， 且 把 在 2 进 制 中 最 后 
一 个 数字 为 1 的 数 排 在 第 1 行 ， 把 2 进 制 中 倒数 第 2 个 数字 为 
1 的 数 排 在 第 2 行 ， 倒 数 第 3 个 数字 为 1 的 排 在 第 3 行 ， 倒 数 
第 4 个 数 为 1 的 排 在 第 4 行 ,倒数 第 5 个 数 为 1 的 排 在 第 5 
行 。 则 可 以 问 一 位 青少年 〈 不 超过 31 岁 )， 让 他 告知 他 的 年 龄 
在 第 几 行 ， 再 把 这 几 行 的 排头 相 加 ， 即 是 他 的 年 龄 。 

依 此 类 推 ， 可 以 制作 n +1 行 的 数 表 ， 排 头 分 别 是 1，2， 
4，…，2*， 进 行 相似 游戏 。 且 容易 证 明 每 行 恰 有 2" 个 不 同 的 
数 ， 这 些 数 来 自 {1，2，3，…，2”*! 一 1}。 
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公元 前 11 世纪 ， 商 壬 王 暴 蚜 无 道 ， 宕 淫 妇 姐 己 ， 杀 忠臣 
比 干 ， 朝 廷 挥霍 无 度 ， 官 像 匣 政 猛 于 虎 ， 弄 得 百姓 民不聊生 ; 
周 武王 起 兵 伐 纠 ， 一 呼 百 应 ， 纠 兵 不 堪 一 击 ， 纠 王 兵 败 自 焚 ， 
西周 建国 。 武 王 封 其 胞 弟 周公 为 相 ， 周 公 力 中 国 古 代 第 一 聪明 
人 ， 他 上 知 天 文 下 知 地理 又 精通 数学 ， 不 但 有 治国 平 天 下 之 家 
略 ， 而 且 重 视 发 展 科 学 技术 ， 辟 励 蕊 民 钻 研 上 自然 科学 。 戎 中 一 
位 文臣 唤 作 商 高 ， 这 位 商 高 是 当时 有 名 的 星相 家 ， 又 善于 计 
算 ， 一 日 ， 风 和 日 丽 ， 朝 中 无 要 事 ， 周 公 在 王家 花园 散步 ， 见 
商 高 正在 拿 一 个 绳 圈 摆 弄 ， 只 见 那 绳 图 上 用 红色 漆 等 分 成 12 
等 份 ， 每 份 1 尺 (1 米 =3 尺 )。 周 公 问 道 :“ 此 物 何 用 ?” 商 高 
答 ,“ 此 图 大 有 学 问 ”。 周 公 追 问 ; “何许 学 问 ， 请 先生 指教 。 
商 高 于 是 向 这 位 开国 重臣 论述 了 下 面 一 段 12 尺 强 圈 上 的 数学 。 

(1) 把 强 圈 拉 紧 构成 的 三 角形 中 ， 不 会 有 边 长 大 于 5 的 三 
角形 。 

事实 上 ， 设 由 绳 团 构 成 的 三 角形 中 边 长 分 别 为 工矿 ，y 
尺 和 x 尺 ， 则 应 有 

T+y+z= 12 

厂 xX 宇 6， 则 


y+zz=12-Xx&6ORr 
而 在 三 角形 中 ， 两 边 之 和 y+ z 应 大 于 第 三 边 z， 政 慎 ， 所 以 


x 不 应 大 于 $。 
商 高 考虑 边 忆 长 为 整数 的 由 强 圈 构成 的 三 = 角形， 这 时 x 

41,2, 3, 4, 51。 

(2) 当 过 =1 时 ， 不 妨 设 y 达 >， 这 时 yxz=12 一 x+=11。 
与 DD 同 理 可 知 y 志 5，z 声 5， 这样，y 二 xz 世 10, 与 y+zx=11 
牙 盾 ， 可 见 不 存 在 x=1 尺 的 由 绳 图 构 成 的 三 角形 。 

(3) 当 z=3 时 ，y+zxz=12-3=9，y 二 3 时 ，z=9- yy 之 
9 一 3=6, 与 >x 委 9 相 违 ， 故 y 宇 4; 同 理 z 之 4， 对 人 
二 4，z 二 $， 或 y= 5，z = 二 4， 即 这 时 二 角形 三 边 长 只 能 是 3 
矿 ，4 矿 和 SS 信 。 

(4) 当 z=4 时 ， y+z=12-4=8， 由 y 委 S$，z 委 SS 知 
yE 13，4，5| ,这 时 只 有 三 种 可 能 

Di 4 yD yD 
二 3, 
由 中 和 强 圈 构成 的 边 长 为 整数 的 三 角形 ， 右 一 边 长 为 4， 
则 只 有 两 种 情形 ， 或 者 边 长 分 别 为 3 尺 ，4 尺 和 5 尺 ， 或 者 是 
边 长 为 4 的 正三 角形 。 

(5) 当 过 = 时 ，y+z=12-S$=7， 又 由 y 委 S$，xz 委 5 知 
yE 12,3,4,5|}， 这 时 只 有 四 种 可 能 : 

(Dr=5,y=4,z=3, Dr=5, y=5, z=2, r=5,y=3,x 
=4, Dr=5,y=2,z=5。 

综 上 所 述 ， 商 高 对 周公 下 结论 说 ; 

用 这 条 绳 图 构成 的 边 长 为 整数 的 三 角形 只 有 三 种 : 
: 三 边 长 丝 4 尺 的 正三 角形 ， 它 的 三 个 角 都 是 60”。 
底 边 长 2 尺 ， 两 腰 血 5 尺 的 等 腰 二 角形 。 
边 长 分 别 为 3 尺 ，4 尺 和 5 尺 的 一 个 三 角形 ， 这 
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个 三 角形 有 一 个 角 是 90"， 这 个 角 与 5 不 长 的 边 相 对 ; 我 把 它 
的 最 短 边 叫做 勺 ， 最 长 的 边 叫 做 弦 ， 另 一 条 边 叫 做 股 ， 这 时 
公 *+ 股 “= 弦 *"，( 即 3+4*=5*)。 
义 3 股 4 弦 $ 的 这 种 直角 三 角形 是 由 三 个 连续 整数 为 按 长 
的 瞧 一 的 直角 三 角形 。 事 实 上 ， 设 < 为 整数 ， 过 -1zz+l 
是 一 个 直角 三 角形 的 三 条 边 之 长 ， 由 
名“+ 股 -= 弱 - 


一 ww 
I 


(xz—-1)+x =(r+1)’ 
Xx’—2r+1+zx =zx +2x+1 
Xx“—4zxz=0 
(xX—4)=0 
解 得 正 整 数 zx=4， 于 是 -1=3,z+1=S$， 即 这 种 三 角形 是 
唯一 的 ， 它 就 是 我 们 上 面 由 绳 圈 构 成 的 那个 勺 3 股 4 弱 5 的 直 
角 三 角形 。 
周公 听 了 商 高 上 述 一 番 论 述 ， 赞 叹 道 ,“ 商 高 贤 案 真神 人 
也 。” 周 公 癌 商 高 将 南 如 何 计 算 天 有 多 高 地 有 多 三 。 周 公 辐 道 ， 
“去 天 不 可 阶 而 升 ， 地 不 可 得 斥 二 而 度 ， 请 问 数 安 从 出 ?” 商 高 
答 道 :“ 勾 广 3， 股 和 修 4， 径 隅 5$"， 商 高 指 着 竖立 的 8 斥 长 的 午 
大 腿 骨 说 ， 大 人 您 瞧 ， 这 根 “ 周 藤 ” 的 影子 长 6 矿 ， 按 我 们 上 
面 从 强 圈 得 到 的 绪论， 即 按 直 角 三 角形 三 边 之 比 为 3:4:S 可 
知 ， 从 “ 周 角 ”的 项 到 “ 周 人 ”影子 的 端点 之 距离 应 该 是 2 x 
5 三 10 尺 。 见 图 2-1。 如 来 我 们 能 则 得 日 下 之 长 AD， 则 可 以 


得 


日 高 ”AD 
股 长 ” 勾 长 


一 / 


图 2 -1 

后 来 周公 的 后 代 陈 子 把 商 高 的 “ 勾 三 股 四 弦 五 ”的 结论 
3*+4 = 条 推 而 广 之 ， 说 了 下 面 一 句 十 分 重要 的 有 历史 意义 的 
话 : “ 求 斜 至 日 者 ， 以 日 下 为 勺 ， 以 日 高 为 股 ， 勾 股 各 目 乘 ， 
并 以 开 方 除 之 ， 得 斜 至 日 。 此 言 载 入 我 国 最 早 的 一 部 数学 经 
典 《 周 解 算 经 》 上 ，《 周 体 算 经 》 大 约 于 公元 前 2 世纪 问世 ， 
究竟 是 何 年 何 月 由 何人 所 作 ， 已 不 可 考 。 陈 子 的 话 用 现在 的 话 
来 讲 就 是 “直角 三 角形 斜 边 之 长 等 于 两 直角 边 平方 和 的 算术 平 
方 根 ”， 此 即 我 们 现在 所 说 的 勾 股 定理 。 据 说 陈 子 等 人 测 得 
“日 下 = 60000 里 ， 日 高 =80000 里 ”(1 里 = S$00 米 )， 于 是 

斜 至 日 = V60000? + 800002? = 100000 里 

这 些 数 据 显 然 是 销 的 ， 在 不 知 军 宙 的 无 穷 性 和 地 球 是 球状 星体 
又 缺乏 测量 仪 右 的 古代 ， 和 欲求 得 “日 高 “ 笠 至 日 ” “日 下 
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等 数据 显然 是 办 不 到 的 事 “日 高 八 万 里 ”等 腾 话 ， 且 由 陈 子 
等 人 姑 亡 言 之 ， 我 们 也 只 好 姑 安 听 之 了 。 

商 高 与 陈 子 等 人 的 关于 勾 股 定理 的 正确 论断 当时 并 未 给 出 
证 明 ， 这 里 边 有 两 种 可 能 ， 一 种 是 这 些 人 只 是 在 像 上 面 所 述 
“ 玩 绳 图” 之 类 的 游戏 中 发 现 了 “ 勾 三 股 四 弦 五 ”的 事实 ， 他 
们 实在 并 无 证 明 的 观念 和 能 力 ， 一 种 是 商 高 陈 子 等 人 不 但 知道 
勾 股 定理 需要 证 明 而 且 也 有 能 力 写 出 证 明 ， 但 由 于 “ 寓 理 于 
算 ” 的 传统 学 术 作 风 ， 故 意 不 谈 证 明 ， 是 目 命 清高 吗 ? 是 改 弄 
玄 虚 吗 ? 是 假装 深沉 吗 ? 这 些 疑 问 已 考查 不 清 了 。 

公元 前 600 年 左右 ， 古 希腊 的 毕 达 哥 拉 其 学派 也 发 现 了 勾 
股 定理 ， 其 实 他 们 发 现 的 已 经 不 是 一 块 “ 新 大 陆 ”， 而 是 一 块 
“ 旧 大 陆 ”， 因 为 此 前 古巴 比 伦 人 (公元 前 19 世纪 ) 和 上 古 中 国 
人 (公元 前 11 世纪 ) 已 经 发 现 了 勾 股 定理 这 块 新 大 陆 ; 当然 ， 
毕 达 哥 拉 斯 们 很 可 能 不 懂 中 文 ， 古 巴比伦 人 、 古 中 国人 、 上 古 希 
腊 人 是 三 家 独立 发 现 的 勾 股 定理 。 据 说 毕 达 哥 拉 斯 学 派发 现 勾 
股 定理 时 ， 杀 了 整整 一 百 头 牛 ， 烧 牛肉 者 酒 摆 宴 庆贺 ， 以 每 头 
牛 出 肉 百 斤 计 ， 每 人 吃 一 斤 肉 ， 也 有 万 人 赴 刘 ， 勾 股 定理 在 布 
腊 也 称 “ 百 牛 定理 ”， 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 勾 股 定理 的 另 一 页 献 
是 他 们 发 现 此 定理 的 同时 就 写 出 了 该 定理 的 证 明 ， 这 一 点 比 巴 
比 伦 和 中 国都 早 得 多 。 

毕 达 哥 拉 斯 是 个 了 不 起 的 历史 人 物 ， 他 是 十 希腊 “七 贤 ” 之 
一 ， 另 六 位 是 泰勒 斯 、 柏 拉 图 、 苏 格拉 底 、 亚 里 士 多 德 、 欧 儿 里 
得 和 阿 基 米 德 。 在 数学 界 ， 毕 达 哥 拉 斯 叶 称 “数学 四 巨头 ”之 一 
男 三 位 大 数学 家 是 ， 欧 几 里 得 ， 阿 基 米 德 和 阿波 罗 尼 奥 期 |。 

自从 色 股 定理 发 现 之 后 ， 已 经 发 表 了 这 个 定理 的 370 多 种 
证 明 ， 下 面 从 中 摘录 10 则 有 趣 的 证 明 。 


图 2 -2 

1982 年 ， 张 景 中 院士 出 版 《面积 关系 帮 你 解 题 ?》， 有 兴趣 者 
可 以 一 园 。 毕 达 哥 拉 斯 的 勾 股 定理 证 明 可 以 说 是 一 篇 精美 的 “无 
字 论 文 ”。 : 

下 面 的 证 明 都 沿 杰 了 毕 氏 的 面积 法 思想 。 

(2) 公元 前 3 世纪 ， 欧 几 里 得 的 “新 娘 的 椅子 ”证 明 ， 见 
图 2-3。 

(3) 公元 3 世纪 ， 东 吴 人 赵 来 的 “ 朱 实 一 黄 实证 明 , 见 图 24。 
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图 2 -S 
(4) 公元 3 世纪 ， 中 国 刘 徽 的 割 补 证 明 ， 见 图 2-5。 
(5) 公元 12 世纪 印度 姿 什 迎 罗 的 证 明 ， 见 图 2-6。 


图 2 -6 
(6) 公元 16 世纪 意大利 达 : 苍 奇 的 艺术 性 证 明 ， 见 图 2-7。 


波 什 迎 罗 画 出 图 2-6 之 后 ， 只 在 图 劳 写 了 一 个 字 “ 瞧 ”。 
充分 体现 了 “无 字 论 文 ”的 风采 。 

(7) 公元 19 世纪 珀 里 盖 尔 的 证 明 ， 见 图 2-8。 

(8) 公元 19 世纪 美国 总 统 加 菲尔德 的 梯形 法 证 明 ， 见 图 
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图 2 -8 图 2 -9 
(9) 公元 20 世纪 杜 德 尼 的 证 明 ， 见 图 2-10。 


图 2 -10 
(10) 电影 式 证 明 ， 见 图 2-11。 
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图 2-11 
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如 有 果 让 我 们 投票 从 初等 数学 中 选 一 个 最 重要 的 定理 ， 相 信 
大 家 会 投 勾 股 定理 的 票 ， 这 不 仅 是 因为 它 是 初等 数学 中 发 现 最 
早 的 定理 ， 而 且 它 的 用 处 最 大 ， 众 话说:“ 几 何 即 勾 股 "， 而 且 
它 的 证 明 方 法 非 弟 之 多 ， 个 个 精彩 。 在 高 等 数学 中 ， 勾 股 定理 
也 有 大 用 。 
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两 千 多 年 以 前 ， 中 国 和 和 希腊 就 有 了 分 数 的 概念 。 公 元 前 $ 
世纪 ， 毕 达 哥 拉 斯 的 学 生 希 帕 索 斯 因 提 出 边 长 为 1 的 正方 形 对 
角 线 长 度 问 题 ， 令 只 知 有 理 数 的 毕 达 哥 拉 斯 十 分 于 面子 ， 进 而 
恼 羞 成 既 ， 把 自己 的 得 意 门 生 希 帕 索 斯 凶 入 爱 厂 海 ， 事 实 上 ， 
单位 正方 形 对 角 线 长 是 /2， 它 不 是 有 理 数 ! V2 是 数学 史上 第 
一 个 无 理 数 。 希 帕 索 斯 是 “科学 的 星座 ”,“ 历 史 证 明了 真理 的 
胜利 ， 在 神奇 的 数学 王国 的 宫 墙 上 ， 永 远 铭刻 着 希 帕 索 斯 的 英 
名 !” 后 来 ， 大 约 在 公元 前 425 年 左右 ， 希 腊 的 狄 奥 多 和 鲁 斯 又 
证 明了 V3,VS,V6,V7,V8, v10, v11, v12, v13, v14, v15, 
v 17 也 都 不 是 有 理 数 。 

狄 奥 多 和 鲁 斯 的 证 明 已 无 从 查考 。 下 面 我 们 给 出 /2, V3，…， 
V 17 等 为 无 理 数 的 证 明 。 

V2 不 是 有 理 数 : 由 于 12=1，2=4， 所 DWV2=1. XXX 


若 /2 是 有 理 数 ， 网 2= 方 ; 方 是 既 约 分 数 ， 其 中 p，g 是 大 于 


1 的 整数 。 于 是 g = qi1q2*… gk， P= PipP2'" pi 其 中 q1 和 gq 
gq; b 委 加 委 … 委 力 是 素数 。 邵 
/2= dld2 "Yk gg 


pipb2'**pi 2 


gfg7" qt 
2 
pi p35" p1 


(3.1) 
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约 分 而 去 掉 ， 说 明 p;€ 1 91， G2，” ， qk |， ? 二 ] ， 2， 四 k， 设 pi 一 
gj» fi€ 11,2,…,k|, 妈 


d1Cd2 Qi CR 
/2 = 工 = 一 一 -一 3.2 
/2 p Pi1P2° °° Pi Dp! ( ) 


(3.2) 式 的 分 子 分 母 有 大 于 1 的 公 因数 p; = %， 与 二 是 既 约 
分 数 相 违 ， 故 /2 是 无 理 数 。 

v 17 不 是 有 理 数 : 由 于 人 =16，5?=25,， 故 V17=4.Xx 
x…5 若 V17 是 有 理 数 ， 则 Vv17 = 一 ， 二 是 既 约 分 数 ， 且 y， 


» 
r 菠 为 大 于 1 的 整数 。 于 是 $= s1s29…s,，r= 二 rir，…r,， 其 中 
SS 委 … 和 入 5，， rl 人 7 3;» Fi 是 系数 ， ] 三 上， 


2,，…,m，i 二 1，2，…，n。 有 妈 


_ 312 Sm _ 5S 
vy 17= 7 
(3.3) 


(3.3) 式 表明 ， 分 母 rfr9…rt 可 以 全 部 因 约 分 而 去 掉 ， 说 明 


ri | s1， $532, “””， Sm |， 2 二，2，72， 议 产 三 3 i 和 | 1 
2，…，z 了 E 11，2，…， 到 |， 即 立 的 分 子 分 母 有 大 于 1 
的 公 因数 x; = s; ， 此 与 二 是 既 约 分 数 相 违 ， 故 V 瑟 是 无 理 数 。 


对 于 /3,vS,v6V7,vV8, V10, V11, V12, V13, V14, V15 是 
无 理 数 的 证 明 与 /2 或 V17 是 无 理 数 的 证 明 方 法 是 雷同 的 。 读 者 
可 以 一 试 。 

一 般 而 言 ， 如 果 VN 中 m，N 是 大 于 1 的 自然 数 ， 当 存在 


kEN .使 得 如 <N< (k+1)” 时 ， 则 


YN = k. XXX 
YN 不 是 整数 ， 若 
= 


二 是 既 约 分 数 ， 则 可 设 w= 二 wwu2…wus，v= viv2"… ve， 其 中 
让 和 和 ve 与 v 是 系数 ，i EE 


11, 2, ,wi), jE 11，2,，…，e|。 则 


n uw MI12 Wy, 
| 哪 雪 


由 于 N 是 自然 数 ， 则 经 约 分 又 把 分 母 如 友 … 如 全 约 掉 ， 于 是 
存在 pEN ， 使 得 v; = wi,i=1,2,…,e,ip€11,2,…,w|， 此 
与 是 既 约 分 数 相 违 ， 故 7 是 无 理 数 。 
一 般 而 言 ， 自 然 数 的 n 次 方 根 开 不 出 整数 者 此 方 根 缘 无 
理 数 ， 
对 于 分 数 的 n 次 方 根 , 4， 其 中 .4 为 既 约 分 数 ， 可 以 化 
成 
0 1 的 n—l] 
pp vy gp 


市 查 Yap" 1 是否 可 以 “ 开 ” 出 来 ， 不 能 开 出 整数 者 ，/ 4 为 
元 理 数 。 
无 理 数 不 只 是 一些 根 式 表示 的 数 ， 例 如 这 个 无 理 数 就 不 
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定 根 式 表达 的 数 ，e=2.718…， 也 不 是 根 式 表达 的 无 理 数 。 这 
么 逮 个 地 论述 哪些 数 不 是 有 理 数 显 然 不 是 个 好 办 法 ， 也 是 一 条 
水 无 止境 的 路 。 那 么 ， 究 竟 什 么 样 的 数 是 无 理 数 呢 ?根据 数学 
科学 的 行规 ， 对 此 应 该 有 个 明确 的 定义 。 一 直到 19 世纪 ， 这 
个 严肃 重大 的 理论 问题 才 由 好 几 个 数学 家 用 各 自 的 方式 给 出 了 
人 党委， 下 面 我 们 介绍 德国 著名 数学 家 戴 德 金 的 关于 无 理 数 与 实 
数 的 定义 。 

已 知 有 理 数 集合 聚 ， 把 寂 “ 分割 成 两 个 非 空 子 集 A 与 B， 
好 AUB=R 有 展 "，A 门 B= 人 @， 且 规定 对 任意 的 a€ A，a ERR 
有 是 a <a 时 ，a 也 是 4A 中 元 素 ，B 是 A 的 补 集 ， 即 B= 及 - 
A， 于 是 任意 的 0EB,， 若 六 ER ， 且 人 > 则 六 EB。 称 
A 为 “ 左 集 ”，B 为 “ 右 集 ”。 

有 三 个 问题 : @A 可 能 有 最 大 数 吗 ? @B 可 能 有 最 小 数 
吗 ? (是否 可 能 A 无 最 大 数 同时 B 无 最 小 数 ? 

QD 与 @ 的 答案 是 可 能 ， 但 不 能 与 @@ 同 时 可 能 ， 事 实 上 ， 


ee B 有 最 小 数 bo， 则 | a0< bo, 于 是 六 (al 十 


p0) ER,, 但 六 (ao + bo) 不 在 A 中 也 不 在 B 中 ， 与 
AUB=R 子 盾 ， 

重点 是 讨论 人 @ 的 可 能 性 ， 答 案 是 可 能 发 生 A 无 最 大 数 且 
B 无 最 小 数 ， 例 如 取 (下 面 B 的 造 法 显然 是 受到 希 帕 索 斯 
六 =2, 则 2 入 取 的 思想 启发 而 为 之 ) 

B= i1616 >2,b6>0,6ER'I,A=RRR'-B 

(1) B 是 右 集 ，A 是 左 集 

事实 上 ,者 5€E 恨 ,b>0,， 如 果 r>6,rERR， 则 >0. 
r*>b*>2, 于 是 rEB， 可 见 B 是 右 集 ， 进 而 A 是 左 集 。 


(2) B 无 最 小 数 

事实 F， 若 bo 是 B 的 最 小 数 ， 则 50>0, 56 >2; 如 有 果 我 们 
能 找到 一 个 正 有 理 数 e， 使 得 560 一 e>0, 且 (bo-e)>2,， 从 
而 56 一 e€EB， 而 各 -ses<b， 此 与 00 是 吾 中 最 小 数列 眉 。 下 
面 就 把 上 述 s 找 出 来 。 

由 (bo-e)?>2, 即 68-2b0e +e?>2, 2b0e ~e <b6- 


bj—2 
2b0 


2， 取 s<< ， 则 有 260e 过 56 一 2， 进而 2b0e ee2< 0 一 2， 


bi5—2 
7 p, 中 最 小 者 的 


即 (560 一 e)*>2 成立 取 e>0 为 小 于 60 与 
一 个 有 理 数 即 可 。 

(3) A 中 无 最 大 数 

事实 上 ,， 设 ua 是 A 的 最 大 数 ， 由 于 1*<2, 故 1€A,， XX 
ao 是 A 的 最 大 数 ， 所 以 ao>1。 

由 于 ao€E A，A = 及 -B， 故 af 夺 2,，X al 是 有 理 数 ， 
故 a? 关 2， 即 ci<2。 我 们 来 找 一 个 正 有 理 数 e ， 使 得 (ao+ 
gs) <2。 

(ar+e') <2， 即 ad+2a0e +e <2，2aog +e <2- 
as， 为 此 选 正 有 理 数 s ， 使 得 


2 一 ah 


€ <2a0, 且 8 < 4an 


进而 e ?<2a0e ,4aoe <2-af,e +2aos <2- az (aote ) 
<2 由 A 的 定义 得 a0+e EA, 又 e >0,a0ot+e >a0, 枉 ao 是 
A 的 最 大 数 矛 盾 。 

把 有 理 集 恨 分 割 成 左 集 A 与 右 集 B， 记 成 (A，B)， 称 
(A，B) 是 良 的 一 个 分 割 。 根 据 上 述 的 三 种 可 能 性 的 论证 知 
(A , B) 有 时 是 A 与 B 丝 无 最 值 ， 有 时 A 与 B 之 一 有 最 值 ， 
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最 值 指 最 小 值 ( 数 ) 或 最 大 值 ( 数 )， 德 国 数学 家 戴 德 金 给 出 
如 下 定义 : 

有 理 数 集 恨 “的 每 个 分 割 (A , B) 都 称 为 一 个 实数 ， 若 A 
与 B 中 缘 无 最 值 ， 则 称 此 实数 (A , B) 为 无 理 数 。 如 果 划 分 
(4,B) 中 A 与 B 之 一 有 最 值 ， 则 称 (A ,B) 是 有 理 数 。 

从 上 述 定义 知 实数 集合 是 有 理 数 集 与 无 理 数 集 的 并 集 ， 且 
有 理 数 集 与 无 理 数 集 的 交集 是 空 的 。 

由 戴 德 金 分 割 法 的 定义 知 ， 实 数 轴 上 已 经 不 存在 既 不 是 有 
理 点 也 不 是 无 理 点 的 “漏洞 "， 数 轴 成 了 一 个 实数 连续 系统 ; 

戴 德 金 〈1831 一 1916) 何许 人 也 ? 戴 德 金 乃 伟大 数学 家 高 
斯 的 得 意 弟 子 ， 他 7 岁 就 考 入 中 学 ， 开 始 对 化 学 与 物理 很 有 兴 
趣 ， 而 把 数学 当成 了 工具 性 的 学 科 ， 但 他 很 快 就 觉得 实验 科学 
缺乏 严格 的 逻辑 结构 ， 进 入 大 学 后 专攻 数学 ， 在 德国 格 丁 根 大 
学 在 局 斯 指导 下 作 博 士 论 文 ， 高 斯 对 戴 德 金 论 文 的 批语 是 ; 
“ 戴 德 金 完 生 的 论文 是 关于 积分 学 的 一 项 研究 ， 它 绝 不 是 一 般 
的 一 篇 论文 ， 作 者 不 仅 显 示 了 对 有 关 领 域 的 充分 的 知识 ， 而 且 
这 种 独创 性 也 预示 出 他 未 来 的 成 就 ， 我 对 这 篇 论文 完全 满意 。” 
能 让 高 斯 “完全 满意 ”的 论文 是 十 分 罕见 的 。 戴 德 金 27 岁 被 
任命 为 瑞士 苏 歼 志 综 合 工 业 学 院 教 授 ， 他 终生 未 娶 ， 有 充分 多 
的 时 间 和 目 由 从 和 事 数 学 研究 ， 他 周游 欧洲 各 国 ， 结 交 了 当时 志 
界 上 最 有 名 的 许多 数学 家 ， 例 如 黎 曼 、 狄 利克 雷 、 康 托 尔 等 ， 
杜康 托 尔 书信 来 往 频繁 ， 讨 论 集 合 论 问 题 ， 促 进 康 托 尔 集 合 论 
的 竹 生 。1872 年 ， 他 发 表 《 连 续 性 与 无 理 数 》 一 文 ，1888 年 ， 
他 出 版 名 著 《 数 是 什么 ” 数 应 当 是 什么 ?)， 创 造 了 关于 实数 连 
续 系统 与 无 理 数 的 理论 。 戴 德 金 淡 泊 名 利 ， 专 心 自 守 ， 矢 志 不 
移 ， 他 的 杰出 贡献 受到 全 世界 数学 界 的 重视 ， 获 得 大 量 最 高 级 


别 的 荣誉 ， 例 如 他 是 格 丁 根 科学 院 院士 ， 柏 林 科 学 院 院士 ， 书 
黎 科 学 院 院 士 ， 罗 马 科学 院 院士 等 ， 其 中 每 一 项 称号 对 科学 家 
来 说 都 是 很 难 求 得 的 殊荣 ， 在 他 的 故乡 德国 不 伦 珊 到 市 市 政 厅 
悬挂 着 戴 德 金 和 高 斯 的 巨型 肖像 ， 两 人 是 老乡 ， 是 不 伦 瑞 克 市 
和 整个 德国 的 骄傲 。 

大 物理 学 家 E: 兰 道 在 1917 年 格 丁 根 纪念 戴 德 金 的 大 会 上 
报告 说 : “ 戴 德 金 不 仅 是 一 位 伟大 的 数学 家 ， 而 且 是 从 古 至 今 
整个 数学 史上 真正 杰出 的 人 物 。 他 是 他 那个 时 代 的 最 后 一 位 天 
雄 ， 高 斯 的 最 后 一 位 学 生 。 他 本 人 40 多 年 来 已 是 经 典 作家 ， 
不 仅 我 们 ， 而 且 我 们 的 老师 乃至 老师 的 老师 都 从 他 的 工作 中 受 
到 启发 ”。 
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@ 第 四 加 
殖 涪 派 明 说 规 尺 作 图 题 
众 后 生 蜗 谈 扩 域 超越 数 


公元 前 5 世纪 ， 雅 典 城 出 现 了 一 个 诡辩 学 派 ， 或 美 其 名 日 
“ 智 人 学 派 "， 当 时 希腊 科学 界 并 不 把 “诡辩 ”当成 一 个 贬义 
词 ， 而 是 能 言 善 辩 、 逻 辑 性 强 的 一 种 表现 ， 与 聪明 才智 是 等 价 
的 一 个 概念 。 和 希腊 是 几何 的 故乡 ， 古 希腊 几乎 每 个 数学 家 言 必 
称 几 何 ， 以 希 比 阿 斯 、 安 提 和 丰 等 数学 家 为 首 的 施 辨 派 成 员 向 当 
时 的 数学 界 提出 仅 用 圆规 和 无 刻度 直 尺 解 下 列 问题 ; 

(1) 作 一 个 正方 形 ， 使 其 面积 与 已 知 圆 面 积 相等 。 (化 圆 
为 方 ) 

(2) 作 一 个 立方 体 ， 使 其 体积 是 已 知 立方 体 体积 的 2 倍 。 
( 倍 立方 ) 

(3) 三 等 分 任意 角 。( 三 等 分 角 ) 

这 三 个 狐 似 初等 的 几何 作 图 问题 ， 从 提出 之 日 起 ， 经 过 
2000 多 年 ， 全 世界 众多 聪明 人 和 数学 家 为 它 消耗 了 大 量 的 时 
间 和 精力 ， 千 方 百 计 ， 列 精 竭 虑 ， 皆 不 能 完成 这 三 个 作 图 题 中 
的 任何 一 个 ! 直到 19 世纪 才 挖 出 它们 的 谜底 ， 严 格 证 明 这 三 
个 作 图 题 ， 只 用 圆规 和 无 刻度 直 尺 是 完 不 成 的 。 证 明 其 不 可 能 
性 的 数学 方法 不 是 几何 学 的 ， 而 是 代数 的 方法 。 看 起 来 ， 一 个 
数学 问题 的 提出 ， 可 能 超越 当年 数学 发 展 水 平 几 百年 其 至 上 干 
年 ， 有 的 老大 难 问题 只 有 等 到 数学 的 整体 水 平 发 育 到 足够 高 的 
耻 段 ， 才 能 彻底 解决 。 一 个 学 科 里 提供 的 问题 ， 可 能 需要 另外 
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一 些 学 科 的 理论 与 方法 来 解决 ， 事 实 上， 数学 是 一 个 有 机 整 
体 ， 各 种 问题 是 相互 关联 的 。 值 得 一 提 的 是 今日 仍 有 些 聪明 有 
余 而 知识 (阅历 ) 不 足 的 青年 ， 他 们 或 不 知道 这 三 个 作 图 题 不 
可 用 规 尺 解决 已 有 定论 ， 或 固执 到 不 相信 理论 的 威力 ， 只 祖 目 
自信 自己 的 聪明 ， 仍 在 努力 用 规 尺 去 探索 解决 上 述 三 大 作 图 起 
的 办 法 。 在 这 一 回 当 中 ， 我 们 比较 细致 地 讨论 一 下 ， 为 什么 三 
个 作 图 题 用 规 尺 绝 对 作 不 出 。 事 实 上 ， 不 服从 理论 成 果 ， 过 分 
依赖 实践 不 是 数学 思维 的 特点 。 

首先 我 们 看 一 看 只 用 规 尺 能 作出 什么 样 的 线段 。 

设 co;，a，a，…，a， 是 已 知 线段 ， 同 时 用 a; 表示 它们 
的 长 度 ， 其 中 ci = 1。 则 这 些 已 知 线段 经 有 限 次 的 二 、 一 、 
x、 寺 与/ ， 得 到 的 数 为 长 度 的 线段 是 可 以 用 规 乒 作出 的 。 
事实 上 ，a; + a; 自然 可 以 作出 ， 邦 x = aia;， 则 1' x = aij， 
二 = 至 ，z 是 第 四 比例 项 ， 所 以 规 尺 可 作 已 知 线段 之 积 ; 若 y 


#)} 


= 一 ， 则 = 到 ， 可 见 y 是 第 四 比例 项 ， 所 以 规 尺 可 作 已 知 


线段 之 商 ; 若 z= Va,;， 则 zx?=a;':1， 可 见 z 是 a; 与 a1 的 比 
例 中 项 ， 所 以 规 尺 可 作 v 已 知 线段 。 

直观 地 看 ， 用 圆规 直 尺 作 图 干 的 事 只 有 以 下 $ 种 ; 

Q@ 作 连 接 两 点 的 直线 段 ， 或 延长 此 线段 。 

@) 作 两 直线 的 交 扣 。 

@ 以 已 知 点 为 圆心 、 以 已 知 半径 画 贺 。 

@ 作 圆 与 直线 的 交点。 

作 两 圆 交 点 。 

我 们 取 定 平面 直角 坐标 系 xOy。 
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(DD 已 知 两 点 A (x1, y1)， B (Xx2, y2 就 是 已 知 了 y 
轴 上 长 为 zi 与 zx; 的 两 线段 ，y 轴 上 长 y1 与 y; 的 两 线段 ， 连 


接 两 线段 之 长 为 d= V(zz-z) + (ys 一 y1)， 即 用 规 尺 可 
画 出 已 知 线段 zi;，zz，y1，y 的 差 、 平 方 ( 积 )、+ 和 VY 
形成 的 长 度 4 的 线段 AB。 

@ 已 知 直线 i1，/i,， 等 价 于 知道 Il1 上 两 点 《x1，w1)， 
(Xz2，y2)，{U1 的 方程 为 


AX1l TY 


Z2 一 Z1 YY 

(y2 一 yzZ+(Czl 一 2)y+(z2yl 一 1y2) = 0 
知道 [2 上 两 点 〈z1，y1)，(z2，y2)，22 的 方程 为 

(y2— yrT+( (rT X22)y + (ray1 — X12) = 0 
/1 与 1 的 交点 是 〈《zo，y) = 


(X291 = XIV) TX1 ~ TH2) 一 (ZI1 一 工 2)Z2y1 一 工 1y2) 
(3y2 — y1) (x1 一 XT2) 一 (y2 y1) (x1 一 x2) l 
(X21 一 X1Y2)(y2 y1) 一 (za2y1 — X12)(y2 一 Y1) 

(2 一 y1) (x1 — TX2)— (y2 加 y1) (zx1 一 ZX2) 

长 zo 的 线段 (在 zz 轴 上 ) 的 长 是 已 知 线段 z1，zxz2，y1， 2， 

Xx1，X2，y1，Y2 经 有 限 次 四 则 运算 的 结果 ， 长 yo 的 线段 

(在 y 轴 上 ) 的 长 亦 然 。 

@ 以 已 知 点 《zi1，y1) 为 中 心 、 以 (zi，y1) 与 (zy， 

y2) 为 端点 的 线段 为 半径 作 图 ， 其 方程 为 
(z 一 Z1) 十 (y y1)” = (ZX2 一 Z1) 十 (yz2 加 y1)” 

z+y -2rr -2yy -xi+2riz2 ~ y+2yy =0 

这 个 方程 的 系数 缘 为 已 知 线段 z/，zx2，y1， 之 长 经 有 限 次 

四 则 运算 的 绪 采 。 
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@ 圆 与 直线 的 交点 是 方程 组 的 解 
T+y—ar-by+t+c=0 
Ar+By+C=0 

其 中 4, b,c, A, B,C 是 已 知 线段 经 有 限 次 四 则 运算 的 结 采 ， 而 
此 方程 组 的 解 (化 成 一 元 二 次 方程 求 根 ) 是 a,5,c, A, B,C 经 
有 限 次 四 则 运算 与 v 运算 的 结果 。 

@ 圆 与 圆 的 交点 是 方程 组 的 解 
Xx*+y -ar—-by+c=0 
T+y ar—-by+c =0 

其 中 a, b,c,a ,b,c 是 已 知 线段 经 有 限 次 四 则 运算 的 结 采 :; 
此 方程 组 等 价 于 
[xz*+y -ar-by+c=0 
[Ca ~a)r+(6b ~b)y+(c—-c)=0 
化 成 了 圆 与 直线 的 交点 问题 ， 可 见 两 圆 交 点 是 已 知 线段 经 有 限 
次 +，-，x， 二 ，v ”运算 的 结果 。 
综 上 所 述 ， 用 圆规 直 斥 仅 能 作对 已 知 线段 经 有 限 庆 +， 
-，Xx， 二 ，v 运算 得 到 的 数 为 长 度 的 线段 。 
我 们 把 已 知 线段 a =1，a2，…，a, 经 有 限 次 + 一 x 二 
,一 得 到 的 数 称 为 “ 规 尺 数 "。 
19 世纪 ， 法 国 数学 家 旺 策 尔 等 人 把 古 希 腊 的 三 大 作 图 感 
化 成 代数 模型 来 讨论 。 
(1) 化 圆 为 方 : 设 已 知 单位 圆 ， 求 作 一 个 边 长 为 z 的 正 
方形 ， 使 得 
本 
1882 年 ， 德 国 数学 家 林 德 曼 证 明 出 x 是 所 谓 超 越 数 ， 即 x 不 
是 有 理 系数 代数 方程 的 根 ; 设 
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P(xz)= r+ar’ +az +… 和 +a +a =10 

是 有 理 系数 多 项 式 方程 ， 且 /x 是 它 的 根 ， 即 

rn)” + aVrn)” +a/n)" 2+ +a ivVr+a =0 
于 和 是 当 是 偶数 时 (n 为 奇数 时 可 以 相似 地 推理 ) 

(Va) + a rn) t+ aaVr) +t +t a oA) ta, 

=— La/i)™l + as/n)” 3 + + a 1(/7)) 

把 上 式 两 端 平 方 得 
Qitr) = Qn) 

其 中 Qi 与 Qz 是 有 理 系数 多 项 式 ， 即 x 是 有 理 系数 多 项 式 
Qi(y) 一 Q2(y) 的 根 ， 其 中 y= x*， 此 与 7 是 超越 数 相 违 ， 所 
DV x 不 会 是 有 理 系数 多 项 式 的 根 ， 故 /x 是 超越 数 。 

从 前 面 分 析 我 们 知道 ， 用 规 尺 仅 能 作出 从 已 知 线段 a = 
1，a2，…，a 经 有 限 次 +，-，x， 二 ，VvV 运算 得 到 的 数 
那么 长 的 线段 ， 而 今 已 知 的 线段 仅 为 cl =1 (半径 为 1 的 圆 之 
半径 )，1 经 +，-，x， 二 ，V 仅 能 得 到 代数 数 ( 即 不 是 
超越 数 的 数 )， 所 以 用 规 尺 作 不 出 长 /x 的 线段 x， 化 圆 为 方 不 
可 用 规 尺 完成 。 

(2) 倍 立 方 : 已 知 单位 立方 体 ， 求 一 立方 体 ， 棱 长 x 满 
足 方程 z=2。 

(3) 三 等 分 角 ， 取 直角 坐标 系 xzOy， 在 第 一 象限 作 直 和 角 
三 角形 人 AOB，A 是 在 xz 轴 上 ，~AOB = 60"，OA =1， 把 
作 AOB 三 等 分 ， 即 作出 人 AOC = 人 COD = 人 DOB =20"，C， 


D 两 点 在 AB 上 ， 这 相当 于 用 规 尺 作 了 一 条 线段 OC 使 得 十 
= cos20"。 见 图 4-1。 
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图 4 -1 


由 公式 cos3a = 4cossa 一 3cosa， 令 a =20"，cosa = 工 ， 则 
Z 满足 方程 
了 工 2 _6 = 
7 = 47 3xr; 8z 6x-1=0 
我 们 能 用 规 尺 作出 一 条 线段 ， 使 得 它 是 8x* -6z -1=0 的 根 
吗 ? 我 们 把 倍 立方 与 三 等 分 角 问 题 化 成 了 讨论 三 次 方程 x* =2 
与 8x 一 6x 一 1=0 的 根 的 问题 。 
下 证 x ”=2 与 8x ?一 6x 一 1=0 都 没有 有 理 根 。 
3 
事实 上 ， 若 既 约 分 数 x = 是 x =2 的 有 理 根 ， iE =2, 
2p*=g ”， 从 而 是 偶数 ， 令 g = 2k，k& 关 0， 则 2 p’ = 8k’, 
4k&;= 3， 从 而 p 是 偶数 ， 与 了 是 婚约 分 数 相 违 所 以 z3=2 
无 有 理 根 。 
对 于 8z3-6z-1=0, 令 z=2x, 则 xz? 一 3z=1,， 设 z= 


是 既 约 的 有 理 根 ， p， 4 天 0， 于 是 


26 


第 四 回 © 诡辩 派 胡 诠 规 尺 作 图 题 “ 众 后 生 高 谈 扩 域 超越 数 


gq” ,4 
3p =1,g -3p*qg= p,q =3prg+t+p 


即 p* 能 被 g 除 尽 ，g) 能 被 p 除 尽 ; 如 果 g 关 土 1，p 与 9 有 
韭 1 的 公 因 子 ; p 关 十 1， 则 p 与 9 有 非 1 的 公 因 子 ， 这 都 与 


广 既 约 矛盾 ， 故 =+1，co= 土 1 从 而 >=+l, 但 z=+l 


不 满足 z* 一 3z =1， 蔬 盾 ， 可 见 8x* 一 6x 一 1=0 没有 有 理 根 。 

旺 策 尔 运用 扩 域 的 概念 ， 严 格 证 明了 倍 立 方 与 三 等 分 角 规 
人 矿 作 图 的 不 可 能 性 。 

所 硼 数 域 ， 是 一 个 数 集合 ， 在 这 个 集合 中 十 ， 一 ， XX， 二 
的 结果 仍 得 出 本 集合 的 效 ，“+ ”满足 交换 律 、 结 合 律 ，“x” 
满足 交换 律 与 结合 律 。 有 理 数 集合 腿 o 就 是 一 个 数 域 。 

恨 o 中 的 数 篆 规 尺 数 。 

把 已 知 线段 cl = 1，a2，a3，…，a; 的 长 度 添加 到 及 中 
去 ， 腿 ,扩大 成 域 民 1， 良 1 称 为 及 0 的 扩 域 。 

和 格 ki1€E 腿 1!， 但 实数 Yi 世良 1!， 则 把 yi 添加 到 恨 1 中， 
如 此 把 恨 1 扩大 成 域 民 ,， 恨 , 称 为 恨 1 的 扩 域 。 

若 &2€ 腿 ，， 但 实数 ys 所 恨 ，,，， 则 把 ys 添加 到 恨 , 中 ， 
如 此 把 恨 , 扩 大 成 域 民 3， 恨 3 称 为 恨 , 的 扩 域 。 

依 此 佣 推 得 到 恨 } ， 及 2 ，…， 了 及 ,，…; 了 及 ,是 及 :的 扩 域 ， 
n= 1,2,.…, 

显然 ， 用 圆规 直 矿 可 以 从 已 知 线段 出 发 作出 及 ,中 的 数 那 
么 长 的 每 一 线段 。 而 且 ， 用 圆规 下 乒 作出 的 线段 之 长 一 定 属于 
某 个 域 民 ,。 

上 面 我 们 已 证 明 关 于 倍 立 方 污 三 等 分 角 的 三 次 方程 无 有 理 
根 ， 下 面 的 定理 则 道破 了 规 玉 不 能 完成 倍 立 方 与 三 等 分 角 的 道 
理 。 
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定理 ” 奉 有 理 系 数 的 三 次 方程 
T+ar +br+t+c=0 (4.1) 

设 有 有 理 根 ， 则 这 个 方程 的 每 个 根 那 么 长 的 线段 不 可 用 规 尺 作出 。 

证 设 zxo 是 x +ax*+6x+c=0 的 一 个 实 根 且 可 用 圆规 
再 扩 作 出 一 条 长 zo 的 线段 ， 那 么 存在 一 个 最 短 的 扩 域 序列 展 ,， 
恨 1,…, 恨 ,, 使 得 zo€E 腿 ,而 方程 (4.1) 不 存在 属于 及 , -1 的 根 ， 
事实 上 ， 夺 有 一 个 根 在 良 , -1 中 ， 则 可 以 用 此 根 替代 zo 而 使 上 
述 序列 变 短 ; 为 外 ， 此 序列 不 能 只 及 0 一 项 ， 因 为 已 知 方程 无 
有 理 根 ; 因此 ，n 宇 1。 可 以 设 zo= p+gqg Vk,_;， 其 中 _] 
ER 有， ，pP，9ER 民 ,-1， 而 Vk,-1 仿 恨 , -1 。 下 证 数 yo=p 
- & Vk -1 也 是 方程 的 根 : 

由 于 xoE 腿 ， 所 以 x3，XxifE 及 ,进而 zi+arb+bro+c 
ERR, 于 是 


XB + ardt+ brot+ce 
=(p+g Ve) talptg Vk) + p+tgq hi)+te 
=p3 +3p’qg Veal +3p(g Vhsi) + (gq Ver) 

talpr+2pg hi t+ (gq hi) J+olp+g ha)te 
=(p* +3pq’ks1+ap’ +ag’ks1+ bp+e) 

+ (3p’g + gik,1 + 2apg + bq) Vk, i 


二 rr 十 5s VR, -1 
其 中 x，sER,_1 ,r=p3+3pg’k,_i+ap’ +ag’k,-i1t+bpt+ 
c, s=3p’g+q ks-1+2apg + bgo 


y+ ayi + byo+c 


=(p—-g ki) +alp-gVki) +olp- gh)te 
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=p3 3p?g Yk-i + 3p(g Vhs) — (gq Va) 

t alp? -2pg /eit+(g Vi) ]+o(p- gq hi)te 
= (p+3pg’k, 1+ap’+ag’k,_1+ bp+ce) 

— (3p’g + qik,_1 + 2apqg + bg) Vk,_i 


=r—s Vk 
其 中 r,s€E 腿 ,_-1 。 若 s 关 0, 则 由 r+s Vks-1=0 得 Vk&,-1= 
-一 ,于 是 Vk -1ER，-1 ,此 与 V -1 所 及 。1 节 盾 ,所 以 s= 
0, 进而 7 二 0,r 一 s Vk -1=0, 即 yo 也 是 方程 (4.1) 的 根 。 

x0 本 yo 是 两 个 相 异 实 根 ， 不 然 ，zo yo = 2g JR 1 一 
0, 这 时 g =0, 于 是 zo=zE 了 BR。 1 ,与 zo 冬 了 及。1 不 符 。 由 填 
达 定 理 ,大 Trl, X29;T3 是 +ax*+ bx+c=0 的 三 个 根 ， 则 

Xl1+ X22 二 TXT3=~ad,TXT3=—a— X11 AX 

这 里 zi = zo, z = ,于 是 z= 一 a 一 2pE 腿 ,_1 ,与 上 面 已 知 的 
方程 无 属于 恨 ,_1 的 根 相 违 , 这 一 矛盾 证 明定 理 成 立 ,证 毕 。 

由 于 三 等 分 角 不 能 用 规 太 完成 ， 所 以 用 规 斥 作 不 出 正 九 边 
形 ， 正 十 八 边 形 ， 正 on 边 形 ，7 =1,2,… 

话说 到 这 里 ， 我 们 可 以 提醒 那些 仍然 自信 能 用 规 尺 三 等 分 
角 或 化 圆 为 方 与 倍 立 方 的 朋友 ， 请 放下 你 们 的 圆规 直 尺 吧 ， 不 
信 ， 你 再 细 读 一 过 上 述 的 论证 。 事 实 上 ， 数 学 中 不 可 解 的 问题 
多 着 呢 ! 例如 /2=1.414… 中 是 否 存在 100 个 8 连 排 的 数字 串 ? 
V3 呢 ? 这 种 难题 岂 不 是 要 多 少 有 多 少 吗 

感谢 公元 前 5 世纪 和 希腊 诡辩 派 的 几 位 老 祖宗 ， 他 们 能 提出 如 
此 神秘 砚 测 弄 了 两 干 多 年 才 得 以 揭晓 的 三 大 作 图 问题 ， 促 进 了 数 
论 、 代 数 与 几何 学 的 进步 ， 这 三 个 刁 题 是 数学 中 会 下 金 恒 的 牲 。 
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@ 第 五 加 
数学 之 神 巧 施 反 证 定 圆 百 
阿 葵 米 德 切 斤 释 量度 球 积 


上 小 学 的 时 候 ， 数 学 老师 硬是 让 我 们 死记 圆 的 面积 是 
rr，7 是 圆 的 半径 ; 数学 是 一 门 讲 道理 的 学 问 ， 但 那个 年 纪 
学 数学 ， 不 少 知识 者 是 老师 向 我 们 脑 窑 里 灌 进 去 的 结论 ， 不 便 
言 证 ， 事 实 上 ， 像 圆 这 种 曲线 围 成 的 面积 的 求 得 只 有 等 长 到 
20 来 岁 学 习 微 积分 时 才能 彻底 搞 明 日 其 中 的 道理 。 阿 基 洲 德 
被 数学 界 苯 为 “数学 之 神 "， 他 也 不 知 积分 是 何 物 ， 但 他 却 能 
另 施 妙 计 ， 严 格 证 明 公 式 S = rz 是 成 立 的 ， 他 的 证 明 并 未 引 
用 高 等 数学 的 知识 。 

阿 基 米 德 说 : 

“ 圆 面积 是 圆周 长 与 其 半径 之 积 的 一 半 ”。 

设 S 是 以 圆周 长 与 半径 为 两 直角 边 的 一 个 直角 三 角形 的 
面积 。 

(1) 大 S 小 于 圆 的 面积 @ 

这 时 ， 存 在 常数 a 

©)—-S=a>0 
用 边 数 加 倍 的 办 法 从 圆 的 内 接 正六 边 形 开始 ， 得 到 内 接 正 12 
边 形 、 正 24 边 形 等 等 ， 则 当 内 接 正 多 边 形 边 数 增加 到 2” x6 
边 时 ，n 足够 大 则 会 有 
HI—S=a>00- 5, (S.1) 
其 中 5S 是 内 接 正 2* x 6 边 形 的 面积 ， 即 内 接 正 多 边 形 与 痪 
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周 严 的 弓形 面积 之 和 小 于 a。 由 (5.1) 得 S,>S， 但 内 接 正 
2"x6 边 形 的 周 长 小 于 圆 的 周 长 ， 其 边 心 距 小 于 半径 ， 故 
S,< S, 了 矛盾 。 

(2) 知 S 大 于 圆 的 面积 名 

这 时 ， 存 在 负数 8B>0， 使 得 

S-©=8>0 
用 倍 边 的 办 法 从 圆 的 外 切 正六 边 形 起 ， 得 到 外 切 正 12 边 形 、 
下 24 边 形 等 等 ， 则 当 外 切 正 多 边 形 边 数 增加 到 2* x 6 边 时 ， 
n 是 够 大 则 会 有 
S-©O=p>S -© (5.2) 

其 中 SS" 是 圆 外 切 正 2* x 6 边 形 的 面积 。 由 (5.2) 得 S> 
S')， 但 外 切 正 2" x6 边 形 的 周 长 大 于 圆 的 周 长 ， 这 个 外 切 正 
多 边 形 的 面积 S‘" 是 其 周 长 与 贺 半 径 之 积 的 一 半 ， 故 SC 应 
大 于 S， 了 矛盾 。 

(1) 与 (2) 的 矛盾 推出 S=Q@。 证 毕 。 

上 述 证 明 是 阿 基 米 德 首 创 的 “穷竭 法 "”， 它 实质 上 是 一 种 
无 限 划分 的 极限 过 程 ， 他 还 用 这 种 穷竭 法 等 分 圆周 96 等 分 ， 
用 正 96 边 形 的 周 长 近 似 圆 周 长 求 得 x 的 上 下 界 


3 并 <r< 3 三 
这 是 人 类 割 圆 求 x 的 最 早 记录 。 


在 数学 当中 ， 球 的 体积 是 另 一 个 很 车 人 注意 的 问题 ， 在 立 
体 几何 当中 ， 老 师 告知 我 们 球体 积 公式 为 3 rr3， 但 一 直到 上 
了 大 学 才 在 微 积分 中 用 重 积分 严格 地 推导 了 这 个 公式 的 正确 
性 ， 阿 基 米 德 再 天 才 也 不 知道 重 积分 是 何 物 ， 但 这 个 问题 本 身 
并 没有 难 住 他 ， 他 用 切片 的 办 法 借 杠杆 像 卖 青菜 的 小 几 子 一 样 
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aa em ， 上山 上 | 


图 5 -1 

一 个 圆柱 竖 直 放 在 水 平平 面 上 ， 底 半径 为 v>， 高 为 27， 
此 柱 有 一 内 切 球 ， 另 有 一 个 底 半 径 为 2r 的 顶点 在 圆柱 上 底 中 
心 的 圆锥 ， 此 圆锥 底面 与 圆柱 下 底 共 面 ， 见 图 5-1。 阿 基 米 德 
用 两 两 相距 极 近 的 一 组 水 平平 面 截 这 三 个 立体 ， 他 任 取 离 圆锥 
顶 为 h 的 那 一 片 ， 此 片 厚 为 人 hh， 把 球 上 的 那 片 与 锥 上 的 那 片 
挂 在 支点 在 中 点 ， 全 长 4r 的 杠杆 的 左 咒 已 的 “ 秤 钓 子 ”上 ,， 
把 柱 上 的 那 片 挂 在 支点 右 侧 距 支 点 h 的 点 处 作为 秤 伦 。 由 于 
片 很 薄 ， 尽 管 球 片 和 锥 片 都 不 是 圆柱 形 薄 片 ， 但 当 公 有 足够 小 
时 ， 它 们 与 以 上 底 为 底 的 柱 片 相差 无 几 ， 于 是 阿 基 米 德 把 球 片 
的 体积 近似 计 为 

VR AhrLr oh-r) j= AhLrxh(2r oh) 

V 维 A 人 hxh’ 
柱 片 的 体积 则 为 

V 福 上 三 zr“ 公有 
设 球 、 柱 、 锥 的 密度 为 1， 则 球 片 与 锥 片 形 成 的 力矩 的 绝对 值 
为 
27，[LrP(27 hh) + 和 六 = 4r‘rh 人 ih 

上 式 右 端的 hxr* 公 hh 怡 为 柱 片 形成 的 力矩 之 绝对 值 ， 右 剖 的 4 
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是 平衡 系数 。 如 果 把 一 切 碎片 都 如 上 挂 在 杠杆 上 ， 则 左 端 的 总 


”力矩 绝对 值 为 


27LV 球 十 V 锥 - 
右 问 的 总 力 窍 之 4 僧 为 rV#， 这 里 V 柱 形成 的 力 窍 是 质量 集 
中 在 其 重心 ， 其 力 辟 为 重心 到 支点 O 的 距离 -。 即 
2r|L V 球 + V 锥 ] = 4rV 柱 (5.3) 


又 已 知 V 生 = 二 x (27) 27r，V 术 = 27r， 代 入 (5.3) 式 得 
V 球 三 Sr 
我 们 应 当 欣 赏 这 位 物理 学 和 数学 两 栖 的 伟大 科学 家 把 力学 
与 数学 结合 得 如 此 灵 妙 ， 得 出 了 十 分 难 求 的 球体 积 公式 。 阿 基 
米 德 上 述 方法 可 不 是 小 聪明 ， 它 充分 体现 了 一 个 大 学 问 家 的 思 
想 深度 。 其 中 包含 了 现代 微 积分 的 许多 基本 理念 
我 们 在 中 学 已 学 过 定 积 分 的 定义 ， 上 面 是 公元 前 3 世纪 的 
陈 年 老 账 ， 阿 基 米 德 的 这 种 方法 从 数学 上 看 怡 为 牛顿 、 莱 布 尼 
次 己 柯 西 等 17 世纪 以 后 的 大 数学 家 们 定 积分 思想 的 始祖 ， 阿 
基 米 德 摘 的 正 是 分 割 、 近 似 、 求 和 与 取 极 限 的 积分 算法 。 
羔 布 尼 次 说 : “了 解 阿 基 米 德 的 人 ， 对 后 代 杰 出 人 物 的 成 
就 哎 不 骨 那 么 钦佩 了 。” 现 代数 学 史家 M': 克 莱 因 直言 : “ 阿 基 
米 德 作品 中 的 严格 性 比 牛 顿 与 莱 布 尼 蒋 著作 中 的 高 明 得 多 。? 
阿 基 米 德 目 称 : “力学 便于 我 发 现 结论 ， 而 几何 则 帮助 我 
对 结论 作出 证 明 ， 一 旦 这 种 方法 确定 之 后 ， 有 些 人 ， 或 者 我 们 
的 同 代 人 ， 或 者 是 我 们 的 后 人 ， 将 会 利用 它 发 现 我 尚未 想到 的 
定理 。” 阿 基 米 德 的 伟大 之 处 在 于 他 把 自然 科学 研究 与 数学 研 
究 融 会 成 一 体 ， 一 反 上 古 希腊 其 他 数学 家 只 注重 公理 、 敢 辑 与 抽 
象 理 论 ， 而 嫌弃 应 用 的 恶习 ， 他 的 上 述 观 点 果真 被 后 人 继承 ， 
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发 现 了 阿 基 米 德 “ 尚 未 想到 的 定理 ”， 例 如 牛顿 正 是 从 力学 出 
发 发 现 了 微 积分 理论 的 。19 志 纪 俄国 彼得 堡 科 学 院 院士 兼 应 
用 数学 部 主任 ， 俄 国 数学 界 当之无愧 的 领袖 切 比 雪夫 的 名 言 是 

使 数学 家 脱离 实际 ， 

就 好 比 把 母 牛 关 起 来 ， 

不 让 它 接触 公牛 。 

20 世纪 最 著名 的 数学 家 之 一 ， 美 国 的 狐 太 科学 家 冯 :' 话 伊 
曼 说 : “数学 的 概念 来 源 于 经 验 ， 如 果 一 门 数 学 学 科 远 离 它 的 
经 验 来 源 ， 或 者 说 ， 如 果 仅 仅 是 间接 地 来 目 “ 现 实 性 `， 是 由 
现实 激励 生成 的 第 二 代 和 第 三 代 学 科 的 话 ， 这 是 一 个 最 大 的 危 
险 ; 换言之 ， 远 离 经 验 来 源 ， 一 直 处 于 “抽象 的 ”近亲 交配 之 
中 ， 这 种 数学 学 科 将 有 虹 化 的 危险 。” 冯 : 诺 伊 曼 在 纯 数 学 与 应 
用 数学 上 都 有 重大 贡献 ， 被 称 为 “计算 机 之 父 ”， 是 目 动 电 子 
计算 机 的 首创 人 ， 是 第 一 颗 原 子弹 最 佳 结 构 设 计 者 和 大 规模 热 
核反应 方案 的 制定 者 ， 是 美国 原子 弹 曼 哈 顿 计划 的 骨干 成 员 ， 
1955 年 起 被 美国 总 统 任命 为 国家 原子 能 委员 会 委员 和 导弹 顾 
问 委 员 会 主席 ， 他 作为 一 个 数学 家 在 这 些 最 尖端 的 科学 领域 中 
游 轧 有余， 得 益 于 他 善于 把 实际 问题 转化 成 数学 模型 ， 再 提出 
解决 方案 ， 他 虽然 仅 活 到 53 岁 ， 于 1957 年 谢世 ， 但 他 为 人 类 
遗留 的 科学 文献 不 但 数量 巨大 而 且 水 平 高 超 ， 出 版 了 《将 ' 访 
伊 曼 文集 》6 大 卷 ， 美 国 国会 馆 书 馆 还 珍藏 着 他 的 8000 份 创 
造 性 文稿 待 发 表 ; 汉 ' 诺 伊 曼 中 学 时 代 是 匈 才 利 奥 林 匹 元 数学 
竞赛 第 一 名 得 主 ，18 岁 已 被 公认 为 第 一 流 的 数学 家 。 冯 : 话 伊 
曼 是 古 希腊 阿 基 米 德 式 的 人 物 。 

阿 基 米 德 的 科学 研究 工作 是 完全 按 他 上 面 主张 的 “力学 与 
几何 相辅相成 ”的 路 线 进 行 的 ， 即 按 经 验 与 理论 相 绪 合 的 路 线 
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来 进行 。 他 用 穷竭 法 证 明了 数学 史上 著名 的 “ 护 定 理 


球体 积  _ 球面 积 
球 外 切 圆柱 体积 ” 球 外 切 圆柱 表面 积 
合 方 盖 体 积 


_ _ 第 合 方 盖 体 积 。 _ 2 
” 御 合 方 盖 外 切 立方 体 体积 ~ 3 
件 台 方 盖 是 两 个 半径 相等 的 圆柱 身 在 平面 上 乓 直 相 交 的 公共 部 分 。 

他 还 证 明了 球面 积 是 大 圆 面积 的 4 倍 ， 即 S 妹 =4rr2?，7 
是 球 半径 。 

阿 基 米 德 用 计算 的 办 法 公 断 了 “王冠 掺 假 案 ”已 是 家 喻 户 
晓 ， 他 从 中 总 结 出 浮力 定律 。 他 还 口 出 狂言 日 “给 我 一 个 支 
点 ， 我 将 挪动 地 球 "”， 此 言 狂 而 不 妄 ， 事 实 上 ， 由 他 首创 的 杠 
杆 原 理 ， 只 要 有 支点 ， 有 足够 长 的 枉 子 ， 此 言 从 理论 上 讲 ， 是 
说 得 过 去 的 ， 当 然 实际 上 找 不 到 这 个 支点 。 

大 约 在 公元 前 212 年 ， 伟 大 的 数学 之 神 阿 基 米 德 死 在 罗马 
士兵 的 刀 下 。 当 时 阿 基 米 德 正 在 沙盘 前 研究 几何 问题 ， 罗 马 侵 
略 军 一 个 目 不 识 丁 的 菲 兵 闻 入 ， 阿 基 米 德 哪 知 大 祸 临 头 ， 还 向 
那个 士兵 说 请 不 要 弄 乱 沙盘 上 的 图 ， 可 恨 那 士兵 手 起 刀 落 ， 一 
位 闭 名 千古 的 大 科学 家 的 天 才 头 颅 跌落 在 血泊 之 中 ， 给 人 类 科 
学 事业 造成 了 巨大 损失 ; 1965 年 ， 西 西里 岛 兴 建 一 樟 宾 馆 ， 
挖 地基 时 发 现 了 阿 基 米 德 的 坟墓 ， 这 是 世界 考古 史上 的 最 重大 
的 事件 之 一 ， 是 世界 级 宝贵 的 出 土 文物 ， 阿 基 米 德 的 墓碑 上 刻 
着 一 个 球 及 其 外 接 圆柱 。 

猎 究 希 脂 数 学 的 权威 希 斯 说 ; “ 阿 基 米 德 的 每 篇 著作 无 一 
例外 地 都 是 数学 论文 的 纪念 碑 ， 解 题 步骤 的 循循善诱 ， 命 题 次 
序 的 巧妙 安排 ， 严 格 按 弃 叙述 的 枝 蕊 和 对 整体 的 修饰 润色 ， 总 
之 ， 给 人 的 完美 印象 是 如 此 之 深 ,使 读者 油 然而 生 敬 晤 之 情 。” 
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引 | 上 段 赴 悍 刘 徽 设计 公式 解 
玉 枝 倾倒 天 笠 学 吟 连 花 诗 


《 九 章 算术 》 中 的 第 228 题 上 日 :“ 今 有 池 ， 方 一 丈 ， 茂 生 其 
中 央 ， 出 水 一 尺 ， 引 蕊 赴 尾 ， 适 与 尾 齐 ， 问 水 深 、 鼎 长 各 几 . 
何 ?” 用 现代 汉语 来 讲 就 是 . 

有 一 个 边 长 为 1 丈 (0.3 来 =1 米 ) 的 正方 形 水 池 ， 一 棵 
芦苇 生 在 它 的 中 心 ， 芦 苇 露 出 水 面 一 尺 (1 米 =3 尺 )， 如 果 把 
这 棵 疙 革 拉 辐 岸 边 ， 它 倾斜 后 尖端 恰巧 与 池 壁 上 的 水 面 接触 ， 
求 此 芦苇 的 高 度 和 水 深 是 多 少 ? 

13 世纪 ， 印 度数 学 家 姿 斯 加 罗 在 他 的 一 本 著作 当中 写 了 

莲花 诗 

湖 平 浪 静 出 新 莲 ， 五 十 婷 婷 露 笑 闫 。 

就 意 狂风 玉 枝 倒 ， 仿 看 窍 色 没 波 各 。 

净 俐 秋 后 寻根 产 ， 根 距 残 礼 二 尺 边 。 

借 问 群英 贤 学子， 水深 多 少 在 当年 ? 
此 诗 所 云 的 正 是 《 九 章 算 术 》 的 第 228 题 ， 只 不 过 把 芦 弟 换 成 
和 荷花， 把 露出 水 面 1 斥 改 成 五 寸 (1 米 =30 二 )， 把 工 丈 改 成 
4 尺 ( 根 距 岸 二 尺 )。 我 们 怀疑 这 个 印度 的 “莲花 问题 ”是 否 
是 印度 人 “ 东 天 取 径 ”， 学 了 《 九 章 算术 》 后 克隆 出 的 一 个 回 


心 


“引起 赴 尾 ”问题 ， 用 现代 的 解法 一 般 是 设 未 知 数 、 列 方 
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第 六 回 (9 引 戈 赴 岸 刘 微 设 计 公式 解 ” 玉 枝 倾倒 天 竺 学 吟 莲花 诗 


程 和 解 方程 ， 即 设 芦苇 高 x 尺 ， 见 图 6-1， 由 勾 股 定理 
x = 5 +(r-1) 
x” =25+7x -27r+1,2xr = 26,7x = 13 

即 芦 革 高 1 丈 3 尺 。 

中 国 古代 大 数学 家 刘 徽 注 日 ，“ 此 以 池 方 半 之 ， 得 五 尺 为 
勺 ， 水 深 为 股 ， 志 长 为 弦 ， 以 勾 及 股 弦 差 求 股 弦 ; 故 令 义 自 乘 ， 
先 见 矩 寡 也 ， 出 水 者 ， 股 弦 差 ， 减 此 差 于 矩 寡 则 余 之 ， 倍 差 为 
此 帮 之 广 ， 令 此 医 除 倍 出 水 二 尺 为 广 ， 故 得 水 深 也 。” 刘 徽 话 里 
' 勾 自 乘 ， 先 见 矩 寄 ” 指 wa2，a 是 勾 ，0 是 股 ，c 是 弦 (如 图 
6-2)，“ 减 此 差 于 矩 攻 ” 指 a* 一 《c -5b)。 整 段 话 用 现代 符号 写 
出 即 (水 深 ) 


加 ae 一 (c 一 已 ) 
人 (0.1) 


事实 上 ，(6.1) 式 右 端 的 a? 改写 成 c* 一 6?， 则 得 
a” -(c-6)_ cb — (co—2c0+ +6) 2bc — 25.° 


2(c—5b) 2(c—5b) 2(c— 6b) 
sl(c-6) _), 
2(c-6b) “° 
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刘 徽 针对 “ 引 茂 赴 岸 ”这 一 类 问题 ， 巧 妙 地 利用 勾 股 定理 
制造 了 一 个 求解 公式 ， 这 个 公式 一 经 刘 微 和 盘 端 出 ， 我 们 验证 
它 的 正确 性 自然 不 是 太 难 的 事 ， 这 正如 我 们 买 来 一 台 彩 色 电 视 
机 ， 我 们 按 动 它 的 开关 ， 看 它 是 和 否 有 播放 节目 的 正常 功能 一 
样 ， 不 是 难事 ， 但 发 明 制 造 这 人 台 彩 电 可 不 是 那么 容易 的 事 ! 刘 
徽 能 妙用 色 股 定理 制造 的 这 个 公式 〈6.1) 就 犹如 我 们 上 面 所 
说 的 买 来 的 那 台 漂亮 的 电视 机 。 它 不 仅 可 以 解 《 九 章 算 术 》 中 
的 第 228 题 ， 也 可 以 解 “莲花 问题 ”等 同类 问题 ， 即 可 以 由 多 
与 股 弦 差 不 假 思索 地 套 入 (6.1) 公式 求 得 股 长 。 勾 股 定理 在 
刘 微 手 里 犹如 掌中 皮球 ， 拿 捏 自如 ， 形 变 而 量 不 变 ， 刘 微 对 他 
那个 时 代 的 数学 已 经 可 以 随心 所 欲 地 要 驭 了 。 

刘 微 生 于 263 年 左右 ， 魏 晋 时 代 的 平民 数学 家 ， 是 我 国 古 
代数 学 成 就 的 集大成 者 ， 中 国 最 伟大 的 数学 家 之 一 。 他 以 前 的 
中 国 数学 取 x=3， 他 指出 x=3 误差 太 大 ， 于 是 首创 了 从 圆 内 
接 正 六 边 形 起 倍 边 割 圆 技术 ， 求 得 r<*3.1416 的 所 谓 “ 徽 率 ”。 
2002 年 ， 中 国 邮 电 部 发 行 刘 徽 纪 念 邮 票 ， 刘 徽 已 被 我 国人 民 
和 世界 人 民 公 认为 古今 最 伟大 的 文化 名 人 之 一 。 他 在 数学 上 的 
成 就 既 多 又 大 ， 例 如 他 为 《 九 章 算术 》 作 注 ， 对 《 九 章 算术 》 
中 的 每 个 题目 都 给 出 了 精美 的 算法 。 他 在 《 九 章 算术 注 序 》 中 
写 道 ;“ 往 者 暴 秦 焚 书 ， 经 术 散 坏 "”， 对 于 数学 , “当今 好 之 者 
寡 ， 故 世 虽 多 通才 达 学 ， 而 未 必 能 综 于 此 耳 。” 他 说 的 “通才 
达 学 ”者 ， 指 只 读 了 筷 孟 之 道 的 迁 腐 文 人 ， 对 目 然 科学 和 数学 则 
一 穿 不 通 ，“ 未 必 能 综 于 此 (数学)”， 表 现 了 他 关心 祖国 的 数 
学 事业 ， 呈 视 封 建文 人 和 仇视 秦 始 星 式 的 暴君 的 正义 品格 。 

他 是 一 个 有 深刻 数学 思想 的 数学 家 。 他 求 x 的 近似 信 时 
说 :“( 对 圆周 ) 割 之 弥 细 ， 所 失 弥 少 ; 制 之 又 割 ， 以 至 于 不 可 
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割 ， 则 与 圆周 合体 而 无 所 失 侨 。” 表明 他 已 经 具备 极限 思想 。 
他 求 正 数 的 平方 根 时 指出 : “ 几 开 积 为 方 ， 方 之 目 乘 当 还 复 其 
积分 。 令 不 加 信 算 而 依 分 ， 则 第 微 少 ; 其 加 借 算 而 命 分 ， 则 又 
微 多 ， 其 数 不 可 得 而 定 ， 故 以 “ 面 ” 命 之 ， 为 不 失 耳 。” 他 那 
里 谈 的 “( 开 方 ) 不 可 得 而 定 ” 之 数 被 他 命名 为 “ 面 "， 我 们 明 
日 他 的 意思 ， 他 的 这 种 得 不 到 有 尽 小 数 或 循环 小 数 表达 的 平方 
根 就 是 指 今日 所 说 的 一 种 “无 理 数 "， 他 称 之 为 “ 面 "。 名 不 同 
而 实 不 异 。 在 代数 方面 ， 他 还 研究 了 等 差 与 等 比 级 数 以 及 正 负 
数 四 则 运算 ， 在 几何 方面 ， 给 出 勾 股 定理 的 巧妙 证 明 ， 给 出 勾 
股 弦 之 比 为 

2 


, . 2 m +n ~ m*+n 
a:bic=m 7 : mn : 7 


其 中 mm， 是 互 素 奇数 ， 此 即今 日 的 “ 色 股 数 ” 公 式 。 

他 主张 把 一 般 多 面体 割 分 成 “和 墨 堵 ” “ 阳 马 ”和 “ 束 甩 ” 
三 种 基本 立体 ， 在 图 6-3 中 ABCD -ABC D“ 是 长 方 体 ， 
DC -ABCD 叫做 秆 堵 ， 它 是 一 个 三 棱柱 ; 四 棱锥 D -ABCD 
叫做 阳 马 ;-BCC 叫做 警 里， 它 是 各 面 缘 为 直角 三 角形 的 一 
个 四 面体 。 刘 徽 得 到 公式 ，; 

“ 收 解 立方 ， 得 两 秘 墙 ， 虽 复 椭 方 ， 尔 为 么 墙 ， 故 二 而 
一 ， 即 筷 堵 体积 = > (长 x 宽 x 高 ); “ 那 解 秀 堵 ， 其 一 为 阳 
马 , 一 为 获 腾 。”“ 阳 蕊 居 二 ， 警 鹏 为 一 ， 不 易 之 率 也 。” 即 罗 
堵 荐 分 成 的 阳 蕊 与 丈 甩 体积 之 比 为 2:1。 

刘 微 在 其 名 着 《海岛 算 经 》 中 给 出 用 三 角形 相似 的 原理 测 
量 不 可 接近 的 高 度 的 方法 ， 是 世界 测量 技术 的 奠基 性 成 果 。 


刘 微 还 证 明了 件 合 方 盖 与 内 切 球体 积 之 比 为 二 。 他 主张 
“ 析 理 以 辞 ， 解 体 用 图 "， 既 重视 逻辑 推导 ， 又 重视 几何 意义 。 
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DD' CO 


(b) 


图 6 -3 
刘 微 真是 大 学 问 家 。 事 实 上 ， 上 古今 数学 史上 的 大 数学 家 都 一 致 
主张 ， 一 个 数学 理论 ， 只 有 从 逻辑 上 和 几何 直观 上 都 搞 清 楚 ， 
才 算 研究 透彻 了 。 在 17 世纪 以 前 ， 人 们 把 数学 家 称 为 几何 学 
家 ， 可 见 几 何 意义 在 数学 中 的 地 位 。 有 一 条 不 成 章 的 规 窍 ， 在 
数学 难题 面前 ， 几 能 画 示意 图 者 ， 必 先 画 出 示意 图 ， 从 图 示 受 
到 局 发 而 产生 解决 思路 。 


至 于 为 什么 书生 玉 训 仁和 = 和 4， 件 合 方 盖 体 积 =? 且 听 
下 回 分 解 。 
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刘 徽 不 加 证 明 地 指出 : “ 夫 鳌 棋 成 立 积 ， 缘 势 寡 既 同 ， 则 
积 不 容 异 。 

他 看 到 中 国 象棋 的 棋子 摆 成 两 把， 这 两 探 未 必 是 圆柱 ， 但 
只 要 一 样 高 ， 则 两 操 的 体积 一 致 ， 他 推广 此 现象 到 一 般 情 形 ， 
只 要 两 个 立体 一 样 高 ， 且 被 任何 水 平面 所 截 得 的 两 个 截面 相 
同 ， 则 双方 之 体积 一 致 ; “ 势 ” 指 高 度 ，“ 寡 ” 指 截面 面积 ， 
“攻势 同 ” 即 等 高 的 截面 面积 相等 , “ 积 ” 指 体积 。 

事实 上 ， 刘 徽 上 述 等 知 等 积 定理 可 以 改写 成 现代 积分 学 中 
的 一 个 定理 ; 设 两 立体 之 体积 分 别 为 Vi 与 VY，,， 平 行 于 yOx 
平面 的 平面 蕉 两 立体 时 得 截面 分 别 为 Qi (x) 与 Q。(x),， 若 
Q(x) = Q(z), T E [a, 6], zx=4a 与 x=6 分 别 是 两 立体 的 
最 低 点 己 最 高 点 的 高 度 (z 轴 朝 上 )， 则 


o 0 
Vi = |Qi(z)dz = [Q(z)dr = V, 


刘 微 已 经 走 到 微 积 分 大 殿 的 门口 ， 再 迈 一 步 就 可 以 登 党 入 
室 ， 可 异 却 在 门槛 前 止步 了 ! 古 希 腊 的 阿 基 米 德 用 切片 法 加 杠 
杆 求 球体 积 时 也 是 这 种 表现 。 事 实 上 ， 由 于 那 时 两 国 社会 的 政 
治 经 济 发 展 水 平 的 限制 ， 尚 无 微 积分 诞生 的 时 代 背 景 ， 加 之 数 
学 科学 那 时 亦 处 于 初等 数学 的 幼年 时 代 ， 所 以 我 们 也 就 无 所 遗 
憾 或 苛求 于 古人 了 。 事 实 上 ， 社 会 的 需求 ， 比 100 个 天 才 人 物 
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图 7-1 
刘 微 用 水 平平 面 截 一 个 盾 合 方 盖 及 其 内 切 球 (形成 件 合 方 
盖 的 两 圆柱 的 轴 是 水 平 的 )， 截 得 的 截面 分 别 是 一 个 正方 形 和 
这 个 正方 形 的 内 切 圆 ， 见 图 7-1， 设 此 内 切 圆 半径 为 >， 则 两 
截面 之 比 为 


SE 外 (27r) 4 
S 球 截 。 Xr nt 


Far 99 VA 、 、 _ 、, 
由 等 尹 等 积 定 理 得 Vg 一 全 。 为 了 求 得 Va 只 需求 得 Vg, 


反之 ， 为 了 能 求 得 v 球 ， 只 需求 得 Vs; 刘 徽 十 分 谦虚 ， 他 既 求 
不 出 Vs， 也 求 不 出 V 球 ， 于 是 诚 层 地 说 ; “和 欲 陋 形 指 意 ， 蚀 失 
正 理 ， 敢 不 上 阅 疑 ， 以 优 能 言 者 。” 是 说 他 也 想 彻底 解决 此 题 ， 但 
又 怕 推 理 失误 ， 只 能 等 后 来 的 能 人 来 解 此 难题 了 。 “能 言 着 ”不 
久 真 的 出 现 了 ， 他 便 是 大 数学 家 祖冲之 之 安子 祖 蜡 。 

祖 蜡 是 南北 朝 时 期 南 梁 的 著名 数学 家 和 著名 将 领 ， 生 活 于 
公元 5 世纪 至 6 世纪。《 南 史 》 称 祖 蜡 “ 少 传 家 业 ， 究 极 精 微 ， 
有 巧 思 。” 据 《 南 史 》 载 ， 一 日 ， 祖 蜡 一 边 行路 一 边 思考 一 个 
数学 题 ， 一 时 间 忘 乎 喘 外 之 事 ， 一 头 撞 倒 大 官 徐 勉 ， 他 才 从 题 
目的 执 迷 中 脱出 ， 连 连 向 徐 勉 道 允 ， 祖 用 对 数学 的 痢 迷 程度 ， 
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已 经 达到 了 和 态 我 的 境地 。 

但 蜡 误 入 仕途 ， 被 南 梁 梁 武 帝 封 为 “ 材 官 将 军 ”"， 相 当 如 今 
的 “总 后 勤 部 主任 "，513 年 ， 南 梁 与 北魏 开战 ， 魏 降 将 王 足 向 
床 武帝 献策 ， 在 淮河 筑 高 坝 荤 水， 等 魏 兵 一 到 ， 再 决 堤 泄 洪 ; 
旦 带 派 依 蜡 去 考察 此 项 工程 是 否 可 行 ， 祖 蜡 回 朝 后 启 奏 皇帝 慎 
行 此 事 ， 理 由 是 应 考虑 两 岸 百姓 的 安全 。 皇 帝 听 不 进 祖 临 的 意 
见 ， 执 意 按 王 足 的 办 法 办 。 不 入， 魏军 占领 寿 阳 (〈 今 安徽 寿 县 ) 
后 ， 王 是 下 令 放 水 ， 结 果 ， 魏 军 虽 退 ， 但 大 水 横 灌 寿 阳 城 ， 两 
是 一 片 汪洋 ， 百 姓 死 伤 无 数 ， 一 时 尸 横 遍 野 ， 怨 声 载 道 ， 皇 帝 
肥 拿 祖 蜡 问 罪 ，516 年 把 祖 蜡 投入 大 牢 。525 年 ， 梁 武帝 之 子 肖 
综 执 政 ， 与 北魏 之 战 兵 败 徐 州 ， 囚 徒 祖 蜡 被 北魏 军 劫持 ， 魏 安 
丰 王 徐州 太守 仰 府 祖 虑 的 天 才 ， 释 放 祖 虑 出 狱 ， 且 尊 为 座 上 宾 。 

但 虑 〈 与 刘 徽 独立 地 ) 也 发 现 了 等 宪 等 积 定理 。 他 用 此 定 
理 和 勾 股 定理 准确 地 算出 件 合 方 盖 的 体积 。 中 国 古 代数 学 家 有 
“几何 即 勾 股 ”的 共识 ， 事 实 上 ， 勾 股 定理 确 为 数学 中 最 有 用 
的 定理 之 一 。 

他 的 算法 用 现代 符号 来 表述 如 下 : 

AF 是 内 切 球 半径 ，AF = r+，O 是 正方 形 ABCD 的 中 心 ， 
如 图 7-2， 画 的 是 八 个 卦 限 之 一 ， 把 立方 体 ABCD-ABCD' 内 
部 的 一 个 正四 棱锥 0-A“BC'D' 平行 右 移 ， 移 出 立方 体 ， 用 水 
平平 面 蕉 左右 两 个 立体 ， 设 此 截面 距 O 点 为 hp， 则 AE =h， 
右 方 蕉 得 的 正方 形 RSTW 边 长 为 h， 面 积 为 h?。 左 方 件 合 方 
兰 的 八 分 之 一 的 外 部 立方 体 ABCD-A’B'C'D’ 内 部 截 得 一 个 L 
形 蕉 面 EFGHPNMQ， 由 勾 股 定理 

EF = rh,FG=r- /rp 
于 是 世 形 截面 面积 为 


2| ， Pp RR) tr /Pp = 
由 等 车 等 积 定 理 ， 右 方 棱锥 体积 等 于 左 方 立方 体 之 内 牟 合 方 盖 
八 分 之 一 之 外 的 体积 ， 而 棱锥 体积 为 3 ”?， 右 方 立方 体 体积 ; 


下， 故 八 分 之 一 的 笠 合 方 盖 体积 为 > — a7 一 5 六 ， 于 是 


图 7 -2 

祖 蜡 的 这 种 算法 真是 令 人 叹为观止 ! 计算 简洁 ， 道 理 通 
俗 。 现 代 微 积分 用 积分 来 算 牟 合 方 盖 的 体积 ， 与 祖 临 的 算法 相 
比 也 会 相形 见 纳 的 。 

中 国人 一 贯 以 精明 灵巧 著称 于 世 。 

意大利 著名 数学 家 卡 瓦 列 利 〈1598 一 1647) 比 刘 微 、 祖 蜡 
晚 了 千年 ， 也 发 现 了 与 等 寡 等 积 定理 相似 的 定理 ， 西 方 称 之 为 
卡 瓦 列 利 原 理 : 

(1) 若 两 个 平面 片 处 于 两 平行 线 之 间 ， 且 平行 于 此 二 直线 
的 任 一 直线 与 两 平面 片 相 交 时 ， 所 截 得 的 两 线段 相等 ， 则 这 两 
个 平面 片面 积 相等 。 
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(2) 各 两 个 立体 处 于 两 个 平行 平面 之 间 ， 且 平行 于 这 两 个 
平面 的 任何 平面 与 此 二 立体 相交 时 ， 所 截 得 的 面积 相等 ， 则 这 
两 个 立体 体积 相等 。 

卡 瓦 列 利 是 伽利略 的 得 意 门 生 ， 波 洛 尼 亚 大 学 教授 ， 伽 利 
略 训 : “ 卡 瓦 列 利 是 阿 基 米 德 之 后 在 研究 几何 的 深度 与 广度 方 
面 绝无仅有 的 人 才 。” 

大 文学 家 开 普 勒 用 卡 岂 列 利 原 
理 求 得 了 行星 第 二 定律 中 行星 轨道 


飞 
精 贺 的 面积 。 下 面 是 开 普 勒 的 工作 ， /一 NN 
设 a 与 4 分 别 是 椭圆 的 长 短 半 信 、 “| 十 A 
铀 ， 在 同一 坐标 系 中 ， 考 虑 圆 z2 + Sb 


一 姓 


aa 


2 2 
y=a? 与 椭圆 ”3 + ;=1 (a>6), 


见 图 7-3， 在 上 半 平 面 ， 椭 圆 与 圆 的 图 7 -3 
方程 分 别 为 
y = ba2 ~ x2)8,y = (a? x2) 
两 者 纵 坐 标 之 比 为 
O(a? 一 x?) go 
(a” x)2 人 
由 卡 瓦 列 利 原理 得 


椭圆 面积 : 圆 面积 = 5:a， 于 是 得 
椭圆 面积 = 之 圆 面积 = 和 ra? = obx 


用 卡 瓦 列 利 原 理 (2) 可 以 求 得 球 的 体积 。 
设 球 半径 为 >， 见 图 7-4。 图 7-4 的 右 侧 是 一 个 底 半 径 与 
高 香 为 > 的 圆柱 ， 以 及 以 圆柱 上 底 为 底 、 以 圆柱 下 底 中 心 为 
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顶 的 圆锥 ， 把 这 个 圆锥 从 圆柱 上 挖 掉 ， 把 半球 与 右 侧 的 “ 杯 
子 ” 放 在 同一 水 平面 上 ， 且 用 与 水 平面 平行 的 平面 来 蕉 左右 两 
立体 ， 设 此 平面 高 为 关 ， 则 左 侧 截面 是 v r* 一 h“ 为 半径 的 圆 ， 
其 面积 是 x (rx? - h?)。 右 侧 为 一 个 环形 ， 其 面积 为 rr - 
rh2=r (7? 一 h?)， 由 卡 瓦 列 利 原 理 (2)， 半 球体 积 与 右 侧 
“杯子 ”体积 相等 ， 而 右 侧 “ 杯 子 ” 的 体积 为 


pa 


CC 


莱 布 尼 蒋 对 卡 瓦 列 利 评价 说 : “几何 学 中 的 卓越 人 物 、 寺 
成 这 一 领域 的 义勇 军 任 务 的 开拓 者 和 倡导 者 是 卡 瓦 列 利 ， 后 来 
别人 的 进一步 发 展 都 得 益 于 他 的 工作 。” 卡 瓦 列 利 淡泊 名 利 ， 
他 任 波 洛 尼 亚 女 修道 院 院 长 ， 在 那里 他 几乎 与 世 隔 绝地 专心 研 
究 了 半 华 子 的 数学 。 


/< 
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〇 第 八 回 
五 冢 共 并 刘 徽 解法 不 伦 
大 位 小 体 九 章 招 数 真 绝 


《 九 章 算术 》 中 第 217 题 日 “ 今 有 五 家 共 井 ， 甲 二 绠 不 
足 ， 如 乙 一 绠 ; 乙 三 缓 不足， 如 丙 一 绠 ; 丙 四 绠 不 足 ， 如 丁 一 
组 ; 丁 五 缓 不 是， 如 成 一 绠 ; 成 六 绠 不 足 ， 如 甲 一 绠 ; 如 各 得 
不 足 一 绠 ， 皆 还 ; 问 井 深 、 绠 长 各 几何 ?” 

' 绠 ”是 井 绳 ，“ 逮 ” 指 恰 达 到 水 面 ,“ 甲 二 绠 不 足 ， 如 乙 
一 绠 ”指甲 两 根 井 绳 不 够 用 ， 短 缺 的 部 分 与 乙 的 一 条 井 绳 一 样 
长 。 刘 徽 的 解法 用 现代 记号 表示 如 下 : 

设 z,y, xz, Uv 与 w 分别 是 甲 、 乙 、 丙 、 丁 、 上 戊 的 绠 长 与 
井深 ， 则 


2T+Yy= ww 
3y 二 2 三 vw 
4z 十 三世 
Ut+v= ww 


T+Ov= vw 


不 抄 z,y zy u,v,w" +” 和 和 “=”， 则 上 述 方程 组 可 抄 成 所 谓 
短 阵 形式 、 
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中 (21000 1 
©OI03 10 0 1 
@OI00 4 10 1 
@OI000 5 11 
©O\1 000561 


Ox3-QO= =6 0 -100 2 ; (1 x4+®=0,=24 0 0 
109; Dx5-@=D=120000 -1 44; DxX6+®= 
dh)=721 0 0 0 0 265。 (4 表示 721x = 265w 得 xz= 2 ww。 
代入 由 得 
203 / _ 191 
77 二 721 敢 
_ 191 , 4 
把 y 二 751 w 代入 @ 得 
3x Dlw tz = wz = 1w 
_148 但 
把 z= IT21 也 代入 图 得 
4 dw tu = wu = Iw 
_129 人 
所 w= 代入 @ 得 


129 加 _76 
> 关 721T 双 十 了 二 WV F721Y 


由 于 721 =7Xx103，265 = 53 X $， 2 是 既 约 分 数 ， 取 
w=721, 则 xz=265，y 二 191，z =148，w =129，vm=76， 单 


位 应 是 寸 。 
这 是 一 个 不 定 方 程 组 ， 上 面 给 出 的 是 最 小 正 整 数 解 ， 当 
然 ， 此 解 的 倍 (k=1,2,…) 仍 是 解 ， 但 考虑 井深 的 实际 ， 
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第 八 回 抑 五 家 共 井 刘 微 解法 不 俗 “大竹 小 竹 九 章 招 数 真 绝 


单位 应 取 寸 ， 即 井深 7 丈 2 尺 工 寸 。 

《 九 章 算 术 》 第 76 题 日 ,“ 今 有 出 钱 五 百 七 十 六 ， 买 竹 七 
十 八 个 ， 欲 其 大 小 率 之 ， 问 各 几何 ?” 题 意 是 拿 着 576 元 钱 去 
头 78 根 条 笔 ， 卖 主 以 竹 笔 的 长 短 论 价 ， 问 长 竹 笔 每 根 几 元 ， 
短 竹 午 每 根 几 元 ， 各 买 几 根 。 

右 按 设 未 知 数列 方程 再 求解 的 一 般 程式 办 事 ， 设 大 人 竹 zx 
根 ， 每 根 v 元 ， 小 竹 w 根 ， 每 根 x 元 ， 则 wv, wW， 工 应 
满足 方程 组 

Ut+ ww = 78 
(8.1) 
Uv + wr = 76 
这 个 不 定 方程 解 起 来 比较 复杂 。 中 国 古 代数 学 家 另 有 绝招 ， 并 
不 按 一 般 规 律 办 事 ， 而 是 动用 聪明 机 智 ， 设 计 了 一 个 通 而 不 俗 
576 二 78 了 商 7 余 30， 
于 是 从 78 根 竹子 中 挑 出 30 根 较 长 者 说 ， 这 30 根 大 点 的 竹竿 
每 根 给 你 7+1=8 元 ， 剩 下 的 78- 30=48 根 小 竹 笔 给 你 每 根 
7 元 。 这 种 讨价还价 的 方式 邻 人 忍俊不禁 ， 而 又 满足 不 定 方程 
组 〈8.1)， 既 合 情 又 合理 地 得 出 解 w=30,，w=8，w=48，x 
7。 当然 这 并 不 是 唯一 解 ， 例 如 w=36,， v=9, w=42, x 
=6 也 是 解 。 

中 国 主 代 传 统 数学 的 指导 思想 是 以 算法 为 纲 ， 寓 理 于 算 。 
为 了 解决 一 个 数学 问题 ， 一 般 总 是 为 其 设计 一 个 有 效 的 算法 ， 
这 种 算法 或 是 由 +，-，x， 了 二， “等 有 限 次 运算 的 数值 计 
算 程 序 ， 或 是 明确 指令 何 时 应 做 何 种 操作 的 所 谓 “ 行 为 算法 ”; 
中 国 十 代数 学 的 解法 具有 鲜明 的 构造 性 特点 ， 现 代 计 算 机 上 的 
证 明 与 计算 思想 与 中 国 古 代 的 算法 思想 还 相 呼 应 。 这 种 算法 思 
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想 在 《 九 章 算 术 》 为 代表 的 中 国 古典 数学 名 著 中 表现 得 淋漓 尺 
致 。 前 面 我 们 已 经 看 到 《 九 章 算术 》 中 的 一 些 精彩 算法 ， 现 可 

第 185 题 日 ,，“ 今 有 共 买 物 ， 人 出 八 ， 一 三 ; 人 出 七 ， 不 
足 四 ， 问 人 数 物 价 各 几何 ?” 若 人 数 为 zx， 物价 为 y，《 九 章 算 
术 》 中 给 出 的 算法 是 


bi+i+b b>» + a 
二 1 2 y= 2 U2U1 (8.2) 


d1 ”42 CC1 42 

其 中 每 人 出 钱 cl 到 51， 每 人 出 钱 az 不 足 2。 公式 (8.2) 数 
学 史上 称 为 “中 国 算法 ” (Chinese Algorithm )。 事实 上 (8.2) 
是 方程 组 

alIZ = y+0i 

a27 =y-0b2 
的 解 。 

在 《孙子 算 经 》 中 有 “ 物 不 知 数 ” 的 名 题 日 ,，“ 今 有 物 不 

知 其 数 ， 三 三 数 之 余 二 ， 五 五 数 之 余 三 ， 七 七 数 之 余 二 ， 问 物 
几何 ?” 宋 代数 学 家 与 明代 数学 家 把 此 题 之 解法 编 成 家 喻 户 明 
的 算法 口诀 ; 


三 岁 孩 儿 七 十 稀 ， 三 人 同行 七 十 稀 ， 
五 留 寸 一 事 尤 可 ， 五 树 梅花 诗 一 枝 ， 
七 变 上 元 重 相 会 ， 七 子 团员 正月 半 ， 
寒食 清明 便 得 知 ， 除 百 零 五 便 得 知 。 


此 算法 口诀 的 具体 执行 是 2x70+3xXx21+2x1S=233，233 一 
105=128，128 - 105=23,，“ 物 不 知 数 ” 的 答案 是 23 (最 小 管 
数 ) ;我 国 南宋 大 数学 家 秦 九 部 把 上 述 算法 发 扬 光 大 ， 总 结 推 
广 ， 建 立 了 中 外 数学 史上 著名 的 “中 国 剩余 定理 "，( 见 王 树 不 
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第 八 回 © 五 家 共 井 刘 微 解法 不 俗 。 大 竹 小 竹 九 章 招数 真 绝 


兰 《 数 学 聊 裔 》， 科 学 出 版 社 ，2003)。 此 定理 原 载 秦 九 韶 名 著 
《 数 书 九 章 》。 秦 九 韶 在 《 数 书 九 章 序 》 中 说 : “数理 精微 ， 不 
易 顷 识 ， 穷 年 致 志 ， 感 于 梦 寨 ， 幸 而 得 知 ， 谨 不 敢 隐 。” 真 诚 
地 旺 露 了 他 一 辈子 专心 致 志 ， 钻 研 数 学 ， 为 获得 精微 的 数学 理 
论 与 算法 ， 梦 魂 蒙 绕 ， 取 得 成 果 后 ， 毫 无 条 件 地 公布 于 众 ， 把 
全 部 成 果 无 私 地 奉献 给 世人 ， 令 人 钦佩 之 至 ! 他 对 数学 情 有 独 
钟 ， 在 此 序言 中 又 说 : “ 周 教 六 艺 ， 数 实 成 之 ; 大 则 可 以 通 神 
了 明 ， 顺 性 命 ， 小 则 可 以 经 世 务 ， 类 万 物 。 人 事 之 恋 无 不 该 ， 扳 
昼 之 情 莫 能 隐 。” 他 认为 天 地 万 物 之 规律 ， 人 生 世 故 之 演变 ， 
痛 可 用 数学 加 以 研究 ， 通 过 有 效 的 算法 推算 出 来 。 

宋代 杨辉 是 搞 “ 行 为 算法 ”的 高 手 ， 例 如 他 给 出 的 杨辉 三 
角 的 构 作 方法 ， 他 给 出 的 奇 阶 幻 方 的 构 作 方法 都 是 数学 史上 行 
为 算法 的 范例 。 例 如 他 给 出 〈2& + 1) 阶 幻 方 的 构 作 之 行为 算 
法 如 下 (所 谓 幻 方 是 把 1，2，…，n? 排 成 xz 的 方 阵 ， 使 
其 每 行 每 列 和 两 条 对 角 线 上 数字 之 和 缘 相 等 )， 

(1) 男 (2&+1)x(2&+1T) 个 方 格 组 成 的 正方 形 R，; 

(2) R 的 每 边 同 外 作 由 小 方 格 垒 成 的 一 个 正三 角形 ，; 

(3) 把 数字 1,2, 3,… (2k 二 1) x (2k +1) 从 左上 方向 右 
下 方太 45" 走 癌 依次 抄 入 (2) 中 图 上 的 一 些 方 格 ; 

(4) 把 尺 之 外 的 数字 收入 尺 上 的 空格 ，R 外 上 方 的 数 
下 降 2& + 1 个 格 ， 下 方 的 上 升 2k + 1 个 格 ， 右 方 的 左 移 2& 
+ 1 个 格 ， 左 方 的 右 移 2k& + 1 个 格 ， 则 得 (2k 十 1) x (2k+1) 
] 方 ， 见 图 8-1。 

我 国 闭 名 数学 家 吴 文俊 、 张 景 中 等 人 ， 秉 承 中 国 数学 讲 
究 算 法 的 传统 思想 且 发 扬 光 大 之 ， 成 功 地 在 计算 机 上 进行 几 
何 定 理 的 机 械 化 证 明 ; 算法 化 思想 是 中 国 古代 数学 对 人 类 文 


5°1 


加 轩 思 器 四 日 
16| |12| |8|_14 412p25 8 hel 


(a) 


48| 142 
(b) 


图 8 -1 
化 科学 事业 的 重大 贡献 ， 它 具有 宝贵 的 理论 价值 、 思 想 价值 
和 现实 意义 。 
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〇 第 九 回 
元 浦 生 叶 引发 指数 方程 
两 于 从 墙 呼唤 对 数 解法 


《 九 章 算 术 》 第 195 题 日 :“ 今 有 蒲生 一 日 ， 长 三 尺 ; 莞 生 

一 日 ， 长 一 所 ， 浦 生日 目 半 ， 莞 生日 自 倍 ， 问 几何 日 而 长 等 ?” 

与 此 题 同类 的 是 《 九 章 算术 》 中 的 196 题 : “ 今 有 垣 厚 五 

矿 ， 两 鼠 对 穿 ， 大 最 日 一 太 ， 小 鼠 亦 日 一 尺 ; 大 鼠 日 自 倍 ， 小 
鼎 日 自 半 ， 问 几何 日 相逢 ? 各 穿 几 何 ?” 

“于” 即 水 葱 。 设 z 日 莞 蒲 等 长 “日 自 倍 ” 即 当日 生长 

的 长 度 是 前 一 日 的 2 倍 , “日 自 半 ”是 当日 生长 的 长 度 是 前 一 

网 3 1-z| 

日 的 一 半 。 于 是 由 等 比 级 数 求 和 公式 知 x 日 蒲 长 为 一 一 一 


(2 


| 二 是 公 比 |， x 日 莞 长 为 上 二 2 ( 公 比 为 2)， 由 题 意 得 x 
满足 方程 


| 
3 1 2z) 1(1—27) 
1 ”1 


化 简 得 6|1- 去 | =2 -1 令 2 = 则 6|1- 二 | =y-1 


解 得 y=6，y;=1， 即 2*=6 与 2*=1。27 二 1，x =0， 不合 
题 意 ， 舍 去 ， 由 2z=6， 得 = log26 三 1+log>3。 
由 此 题 可 知 我 国 数学 家 在 汉代 已 经 处 理 过 有 关 指 数 函 数 y 
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= 2 的 问题 ， 但 有 趣 的 是 那个 时 代 世 人 尚 不 知 对 数 是 何 物 
所 以 此 题 当 时 (汉代) 是 无 法 求 得 其 精确 解 1+ log23 的 。 ( 九 
章 算 术 》 对 此 题 “ 答 日， 二 日 十 三 分 日 之 六 ”， 即 z=2 节日 
这 个 答 数 是 错 的 ， 或 者 说 只 是 近似 解 。 
本 则 


解法 与 “ 莞 蒲生 时 ”问题 相似, 令 23=y,， 则 y 一 1+ 
| 1 1) -5 y+ 


加 
-2+V6， 即 2*=2+V6，z=logz(2+V6)。 


《 九 章 算术 》 对 本 题 “ 答 昌 ， 二 日 十 七 分 日 之 二 ”， 即 2 二 
日 ， 这 个 答案 只 能 说 是 个 近似 解 。“ 浦 生 尧 生 ” 和 “两 眼 对 罕 ” 
这 两 个 题 赋 予 中 国 古 代数 学 家 建立 指数 函数 与 对 数 函 数 的 大 好 
机 遇 ， 擦 肩 而 过 ， 实 在 可 惜 。 

对 数 是 英国 数学 家 纳 皮 尔 (1550 一 1617) 于 1614 年 发 明 
的 ，1624 年 ， 开 普 勒 引入 符号 logspN，17 世纪 中 叶 ， 由 波兰 
传教 士 穆 尼 阁 传 入 中 国 。 由 于 对 数 能 节省 计算 时 间 ， 被 世人 誉 
为 “使 科学 家 延长 寿命 的 重大 数学 成 就 。” | 尼加拉瓜 
发 行 了 一 套数 学 纪念 邮票 十 枚 ， 每 张 邮票 上 绘制 了 一 个 数学 公 
式 ， 号 称 “ 世 界 上 十 个 最 重要 的 公式 ”， 站 一 就 是 logsN。 
纳 皮尔 是 数学 家 中 为 数 不 多 的 能 工 巧 匠 ， 他 发 明了 一 种 计算 
尺 ， 对 每 个 自然 数 1,2,3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 作 一 把 尺子 ， 例 如 6 号 
尺 如 图 9-1。 


=2+v6，y=2-v6<0， 舍 ，y 
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第 九 回 撮 莞 蒲生 叶 引 发 指数 方程 ”两 鼠 穿 墙 呼唤 对 数 解法 


例如 求 1615 X365=? 


图 9-1 图 9 -2 
把 1 号 ，6 号 ，1 号 ，5 号 四 把 尺子 拿 来 依次 排列 成 图 
9-2。 从 图 9-2 的 第 二 行 上 “和 斜 加 ” 抄 得 (3+1) 8 (3+1) 5 
=484$。 从 第 六 行 上 “和 斜 加 ” 抄 得 (6+ 3) 6 (6+3) 0= 
9690。 从 第 $S 行 上 上 “和 斜 加 ” 抄 得 (5+3) 0 (5+2) S= 8075,， 
于 是 


8075 
9690 
+)4845 
sg8g475 = 1613S x 365 
由 上 例 可 以 领教 纳 皮 尔 的 这 种 尺 算法 的 巧妙 和 对 大 数 相 磁 变 成 


加 法 的 诀 穷 。 

从 第 六 回 、 第 八 回 和 第 九 回 我 们 欣赏 了 《 九 章 算术 》 中 的 
几 个 有 趣 的 名 题 ，《 九 章 算术 》 是 我 国 上 古代 数学 成 有 果 的 集大成 
之 作 ， 名 题 趣 题 很 多 。 此 书 大 约 于 汉代 问世 ， 究 竟 是 何 年 何 地 
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何人 所 闭 ， 尚 无 定论 ， 全 书 共 分 九 卷 ， 是 一 本 算术 习题 集 ， 故 
名 《 九 章 算 术 》， 在 中 国 ,“ 九 章 ” 成 了 数学 的 代名词 ， 例 如 北 
系 的 “ 九 章 书 店 ” 是 数学 著作 的 专卖 店 ， 不 少 大 学 设立 “ 九 章 
奖学金 ”等 奖项 。《 九 革 算 术 》 全 书 共 246 题 ， 每 题 此 是 已 知 
具体 数 据 的 问题 ， 绝 大 部 分 是 应 用 题 ， 不 谈 一 般 情 形 的 相应 的 
抽象 问题 ， 几 乎 每 题 之 后 附 有 “ 答 日 ”与 “ 术 目 ”两 个 极 简短 
的 注解 ， 给 出 答 数 和 计算 过 程 (算法 )。 历 代 大 数学 家 刘 微 、 
往 冲 之 、 祖 蜡 、 杨 辉 等 都 为 《 九 章 算 术 》 作 过 注解 。 此 书 已 译 
成 俄 、 德 、 日 、 英 等 多 种 文字 在 全 世界 发 行 ， 对 世界 数学 教育 
和 数学 科学 产生 过 可 观 的 积极 作用 。 

组 庸 讳 言 ，《 九 章 算术 》 也 有 某 些 局 限 性 ， 秦 始 皇 集权 专 
制 ， 奖 书 坑 颂 ， 和 镇 压 尝 尚 理性 思维 和 俱 辑 推理 的 办 家 等 学 派 , 
罕 奶 了 百家争鸣 的 春秋 学 风 ， 汉 武帝 黑 贺 百 家 ， 独 尊 颁 术 ， 把 
抽象 思维 视 为 不 守 本 分 ， 只 人 允许 数学 弄 点 有 关 农 耕 、 入 役 、 税 
收 、 田 再 之 类 的 实际 计算 ， 在 如 此 晋 劣 的 秦汉 学 术 背 景 之 下 成 
书 的 《 九 章 算术 》， 难 免 带 有 时 代 的 烙印 ， 它 很 少 研究 一 般 性 的 
数学 理论 ， 只 求 把 具体 题目 算 好 ， 学 有 所 止 ， 寓 理 于 算 。 这 种 
过 度 伸 慎 的 思想 作风 对 数学 理论 的 创新 与 发 展 十 分 有 害 。《 九 章 
算术 》 问 世 后 的 一 干 多 年 间 ， 一 些 文 人 学 者 把 《 九 章 算术 》 无 
限 拔高 ， 育 目 俏 厦 ， 有 的 全 然 以 卫 道士 的 面目 ， 对 后 人 学 习 《 九 
章 算 术 》《 半 佣 算 经 》 等 吾 典 著作 之 外 的 西方 数学 口 诛 笔 伐 ， 斤 
之 为 异 映 箱 说 ; 例如 19 世纪 的 中 国 数学 家 梅 冲 在 《 勾 股 残 述 》 中 
斥责 人 们 学 习 近 代数 学 是 “不 肯 遵 守成 法 ， 目 稚 创 获 ， 而 反 失 其 
故 步 。” 此 莉 淖 守成 规 ， 故 步 自 封 的 观点 显然 是 井 底 蛙 声 。 
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@ 第 二 回 
五 湖 四 海 能 者 细 算 圆周 率 
古今 中 外 何人 通晓 实数 x 


圆周 率 x 的 近似 值 曾经 是 我 国 数学 界 的 骄傲， 南北 朝 时 其 
南朝 高 官 长 水 校 尉 〈 享 四 品 伟 禄 ) 祖冲之 求 得 rw 学 和 rw 


3 TE (3.1415926，3.1415927)， 了 称 为 x 的 疏 率 ， 3 


称 为 x 的 密 率 ,“ 足 ” 意 粗 , “ 密 ” 意 精 。 祖 冲 之 继承 刘 徽 的 割 
贺 术 ， 用 圆 的 内 接 正 多 边 形 的 周 长 近 似 替代 圆周 长 来 算 n， 祖 
冲 之 的 结论 相当 于 把 一 个 圆周 等 分 了 两 万 四 于 多 等 份 。 鉴 于 祖 


冲 之 的 杰出 贡献 ， 日 本 人 把 行 3 称 为 “ 祖 率 "， 中 国 邮 电 部 发 
行 过 祖冲之 纪念 邮票 ， 中 国 科学 院 把 紫金 山 天 文 台 1964 年 11 
月 9 日 发 现 的 一 颗 小 行星 命名 为 “祖冲之 星 ”，1959 年 ， 原 苏 
联 罕 宙 飞 船 发 现 的 月 球 环形 山脉 命名 为 “祖冲之 山 ”"， 祖 冲 之 
的 名 字 与 日 月 齐 辉 ， 家 喻 户 晓 。 

祖冲之 祖籍 河北 省 添 源 县 ，429 年 生 ，500 年 去 世 。 先 辈 
率 子 孙 南 了 迁 ， 其 祖父 是 朝廷 的 “大 匠 卿 "”， 相 当 于 土木 总 工程 
师 之 职 ， 其 父 学 识 渊博 ， 为 朝廷 文官 。 祖 冲 之 耳濡目染 ， 顶 陶 
于 既 重 视 自然 科学 工程 技术 ， 又 有 深厚 的 文化 修养 的 家 庭 环 境 
之 中 ， 形 成 崇尚 科学 技术 又 儒雅 细致 的 思想 品格 。 靠 其 父 在 朝 
的 权势 ， 祖 冲 之 可 以 自由 进出 国家 藏书 重地 “ 华 林 书 省 ”， 接 
触 名 人 ， 博 览 群 书 ， 当 然 这 种 官场 背景 也 给 他 打上 了 求 官 入 朝 
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的 思想 烙印 。 事 实 上 ， 祖 冲 之 的 有 为 年 华 大 部 分 精力 投 在 官 
场 ， 只 能 算 一 个 业余 数学 家 。 

令 人 忆 异 的 是 ， 似 祖冲之 这 般 有 数学 天 才 者 ， 亦 难 逃 中 国 
知识 分 子 学 而 优 则 仕 的 顽疾 之 困扰 ， 为 追求 浮 名 物 利 ， 浪 费 才 
能 ! 设想 (当然 历史 是 不 允许 假设 的 ) 祖冲之 全 心 致力 数学 研 
究 ， 任 他 的 聪敏 和 天 才 ， 锥 怕 不 只 是 给 《 九 章 算术 》 作 作 注 解 
或 只 搞 出 个 x 的 近似 值 什么 的 ， 应 该 为 人 类 的 科学 事业 有 更 加 
辉煌 之 贡献 。 

祖冲之 的 圆周 率 在 全 世界 一 直 领 先 到 公元 15 世纪 。 在 他 
之 前 ， 公 元 前 240 年 ， 阿 基 米 德 得 x<**3.14， 公 元 前 3 世纪 阿 
波 罗 尼 奥 斯 取 xs3.1416，263 年 ， 中 国 刘 徽 取 xs*3.1416， 
公元 450 年 ， 印 度 阿 耶 蛤 达 取 rs*3.1416。 

公元 480 年， 祖冲之 在 儿子 祖 蜡 的 协助 之 下 ， 得 到 了 x€ 
(3.1415926，3.1415927)。 

从 15 世纪 到 20 世纪 ， 数 学 界 又 此 起 彼 伏地 出 现 过 多 宗 求 
x 近似 值 的 热潮 ， 下 面 我 们 列举 几 则 求 x 近似 值 的 实例 。 

在 我 国 祖冲之 算出 rE (3.1415926, 3.1415927) 之 后 的 950 
年 ， 才 由 伊朗 数学 家 卡 西 把 祖冲之 的 记录 打破 ， 卡 西 求 得 x 的 
第 16 位 小 数 。 我 国 在 求 x 的 近似 值 的 国际 竞赛 中 领先 了 近 干 
年 之 久 。 

到 17 世纪， 人 们 还 在 沿用 我 国 的 割 圆 术 求 x 的 近似 信 ， 
1610 年 ， 德 国 的 路 德 耳 夫 用 圆 的 内 接 正 2” 边 形 求 得 x 的 小 数 
点 后 第 35 位 数字 ， 他 一 生 全 力 以 赴 干 出 这 一 成 果 ， 据 传 他 一 
天 夜间 把 正 2% 边 形 求 得 的 近似 值 写 在 草稿 纸 上 ， 第 二 天 早 
上 家 人 发 现 他 已 去 世 。 德 国人 为 路 德 耳 夫 树 了 巨型 墓碑 ， 上 面 
刻 着 路 德 耳 夫 求 得 的 x 的 精确 到 小 数 点 后 35 位 的 近似 值 ; 
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r = 3.1415 9265 3589 7932 3846 2643 3832 7950 288。 
数学 上 称 此 值 为 路 德 耳 夫 数 。1630 年 ， 荷 兰 人 格林 贝尔 格 求 
得 x 的 小 数 点 后 第 39 位 数字 ， 这 是 历史 上 最 后 一 位 用 割 圆 术 
求 x 的 实例 了 。 之 后 人 们 用 关于 的 公式 和 计算 机 来 求 x。 例 
如 1706 年 ， 办 格 兰 人 有 夏普 用 公式 


TT_1 1 1 
4 一 -3+35 

求 得 x 的 小 数 点 后 第 71 位 数字 
n=3.1415 9265 3589 7932 3846 2643 3832 7950 288 


4197 1693 9937 5103 820 9749 4439 2307 81640。 


1706 年 ， 办 格 兰 的 梅 钦 利用 公式 arctanz = 工 一 3 + 一 


十 全 


mp 


1 
7 


CL 
Cn 


x 、 
林 二 (ZE 一 1, 1 7) 和 公子 


作 一 4arctan < 一 arctan 735 


求 得 x 的 小 数 点 后 第 100 位 数字 

r =3.1415 9265 3589 7932 3846 2643 3832 7950 288 4197 
1693 9937 5105 820 9749 4459 2307 8164 0628 6208 9986 
2803 4825 3421 1706 79。 


八 六 车 一 » 1 . 
信 式 4 4arctan < arctan 530 验 证 如 下 : 
区 ac 三 arctan S， 8 = arctan 239， 则 tana 5 ， tanp 
[ AA 
239° 只 大 验证 


等 价 于 验证 


99 


1 = tan(4a — 8B) (10.1) 


tan(4a 8B)= tan4a 一 tan 及 


+tan4atanp 


tan4w 一 1 
- 一 一 一 全 。 (10.2) 
1 十 339tanda 
2tana 
tandw 二 2tan’ a “x 1 — tan’a 
1 — tan’2a | 2tanaw 1 
1 一 2 
1 ~ tan’a 
2 x 二 
2 X 
| 1 
25 
2 Xx 1 2 
4 
] 一 
1 
25 
_ 120 
”119 
把 tan4a = 0 代入 (10.2) 得 
120 1 
tan(4a ~— 8B) = 二 1 
1 339 “ 119 


即 〈10.1) 式 成 江 ， 从 而 < = 4arctan ‘ 一 arctan 535 成 立 。 


我 们 看 到 ， 证 明 公式 亚 = 4arctan < - arctan 735 并 不 难 
但 这 个 公式 当年 是 怎么 得 到 的 呢 ? 求 得 这 一 公式 比 证 明 它 要 
难 。 正 所 谓 数学 是 一 位 叫做 “ 印 彼 郑 杭 ” 的 公主 〈 求 比 证 难 )。 
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与 上 面 验证 相似 地 可 以 证 明 公 式 


一 4arctan 二 一 arctan 0 十 arctan oo (10.3) 


区 一 arctan 方 + arctan 二 + arctan 下 (10.4) 


1841 年 ， 英 国 户 蕊 福 用 公式 (10.3) 算得 x 的 小 数 点 后 

第 152 位 数字 。1844 年 ， 德 国 心算 专家 达 瑟 用 公式 (10.4) 

算出 x 的 小 数 点 后 第 200 位 数字 : 

x =3.1415 9265 3589 7932 3846 2643 3832 7950 288 4197 
1693 9937 5105 820 9749 4459 2307 8164 0628 6208 9986 
2803 4825 3421 1706 7982 14 8086 5132 8230 6647 0938 
4460 9550 5822 3172 5359 4081 2848 1117 45 0284 1027 
0193 8521 1055 5964 4622 9489 5493 0381 96 
关于 x 的 无 穷 数 值 计算 公 式 还 有 很 多 ， 例 如 


TD 2 7 (法 国 , 韦 达 , 1579 年 ) 
TT 2'2'4.4.06.'0.% |/ 节 国 ， 
7 一 1 .3.3.5.5.7.7 了 ，. 《类 国 , 疾 利 斯 ,1655 年) 
=1+ ! 一 一 《英国 , 布 龙 到 尔 ,1658 年 ) 
2 十 一 
2 + 了 人 
2 十 … 


18 世纪 以 前 ， 人 们 对 的 认识 有 很 大 的 盲目 性 ， 甚 至 企 
图 求 得 精确 的 x 值 。1767 年 ， 一 件 大 事 发 生 了 ， 德 国 数学 家 
兰 伯 特 严格 证 明 x 是 无 理 数 ， 从 而 使 企图 求 得 x 的 准确 值 的 企 
图 成 了 泡影 。1794 年， 法 国 大 数学 家 勒 让 德 证 明了 x 也 是 无 


理 数 ， 从 而 让 人 们 明白 x 这 个 无 理 数 与 /5， | 3 等 等 无 理 数 不 


同 ， 它 不 是 根 式 型 无 理 数 。1882 年 ， 德 国 数学 家 林 德 曼 证 明 x 
是 超越 数 ， 即 x 不 是 有 理 系数 多 项 式 的 根 。 

20 世纪 ， 人 们 用 计算 机 求 出 了 x 的 上 和 亿 位 的 数字 ， 例 如 
日 本 人 廉正 蒲田 1986 年 用 计算 机 求 得 x 的 小 数 点 后 第 
134217700 位 数字 。 据 说 现在 有 人 已 算出 x 的 125000 亿 位 数 
字 。 

计算 机 可 真是 个 好 玩 蕊 ， 用 市 圆 法 手工 业 地 求 x 的 成 果 已 
经 成 了 历史 文物 了 ， 数 学 家 拒绝 使 用 计算 机 是 不 明智 的 。r 的 
上 亿 个 数字 ， 不 用 说 是 求 出 来 ， 就 是 让 我 们 照抄 在 本 子 上 ， 也 
是 个 兰 差 使 ， 每 页 纸 抄 一 干 个 数字 ， 要 抄 十 万 多 页 ! 

在 日 本 人 求 得 的 x 的 近似 值 中 ， 数 字 串 314159 出 现 过 6 
次 ， 我 们 可 以 问 数字 串 0123456789 是 否 会 出 现在 x 的 十 进 制 
数字 之 中 ?也 可 以 问 x =?，z 满足 

(一 1)*,k& 是 x 中 第 一 次 出 现 数字 串 102030405060708090 
Z 二 时 1 在 小 数 点 后 的 位 数 

2， r 中 不 存在 数字 串 102030405060708090 
x 这 个 数 是 存在 唯一 的 ， 但 目前 尚 元 人 求 得 zx 的 准确 值 ， 虽 
然 xz 不 是 -1 就 是 1， 要 么 是 2。 

当然 也 可 以 用 无 穷 多 个 其 他 数字 串 代 蔡 102030405060708090 
提 类 似 的 问题 ， 例 如 

(一 1 大 是 0888…8 这 个 数字 串 首 次 在 r 中 出 现时 0 在 


100 个 8 
> 其 小 数 点 后 的 位 数 
2, 0 888…8 在 x 的 十 进 制 小 数 中 不 出 现 


100 个 8 


由 于 x 是 无 理 数 ， 所 以 使 得 人 们 提出 了 这 般 似 乎 无 理 取 羡 
的 问题 ; 由 于 是 超越 数 ， 使 得 人 们 提出 了 超越 和 人们 力所能及 
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的 范围 的 问题 。 在 数学 科学 面前 ， 谁 也 不 是 全 能 的 数学 家 。 在 
数学 问题 面前 ， 犹 如 奥运 会 的 跳高 名 将 在 逐渐 升 高 的 横 杆 面前 
一 梓 ， 人 人 都 将 成 为 失败 者 而 被 淘汰 出 局 。 

并 到 底 是 什么 ? 按 构造 主义 学 派 的 观点 ，r 永远 是 个 无 法 
确 知 的 未 知 数 ， 为 了 研究 和 计算 rx， 人 们 得 到 了 许多 “中 间 产 
tn ， 丰 晤 着 数学 的 成 果 库 ，r 是 一 只 会 下 金 蛋 的 神 忽 。 

在 求 r 的 擂台 上 ， 中 国 的 刘 徽 和 祖 家 父子 为 我 们 中 华 民族 
创造 过 世界 记录 ， 我 们 当然 会 见 贤 思 齐 ， 数 典 念 祖 ， 中 国 古代 
数学 曾 称 雄 于 志 ， 中 华 民族 善良 勤奋 ， 罕 智 机敏， 数学 科学 帮 
我 之 所 长 ，21 世纪 应 该 是 中 国 数学 复兴 的 世纪 。 
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痢 迷 数学 张 遂 剃 度 天 合 山 
创立 天 元 李 冶 隐居 封 龙 合 


如 果 观 测 到 一 个 函数 y= f(z) 在 zo，x1，zx2 三 点 上 的 消 
数值 分 别 为 yo = f(x0), y1= f(x1), y2= f(x2), 不 妨 设 Xo< zi 
之 xy, 则 在 闭 区 间 [ xo, x2] 上 f(z) 可 以 用 二 次 多 项 式 来 近似 : 


f(z) 人 y0 十 yo,1(X 一 Xx0) 十 3y012(z 本 2Z0 儿 并 本 Z1) 


(11.1) 
其 中 
_ 21 20 2 1 22 .201 
VY0,1 xX) 一 xo" 1? ZX2 一 zx1” > 012 一 Xo 


由 于 二 次 多 项 式 有 计算 ( 求 任 一 点 的 函数 ) 简便 ， 而 且 容 
易 画 出 其 图 像 的 优点 ， 所 以 对 许多 函数 ， 都 往往 采用 (11.1) 
式 来 近似 表示 。 这 种 近似 方法 称 为 二 次 不 等 距 (zl - zo 与 za 
-zi 未 必 一 样 ) 插值 算法 或 “一 行 算法 ”"， 是 八 世 纪 中 国 关 名 
数学 天 文学 家 僧 一 行 发 明 的 。 十 七 世纪 ， 英 国 大 数学 家 牛顿 也 
发 明了 此 算法 ， 但 他 已 比 我 国 的 僧 一 行 晚 了 上 千年 。 


例如 y= sinz， 和 在 zo = 0， zl = 了， x2 三 T， 则 yo,1 = 


， 开 ， ,XT 

sin 7 — sin0 2 sinn ~ sin » 2 
x x VyY1,2 一 x 一 x V0,1,2 一 
2 一 2 

2_2 
TR zz 
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ne Ot sr -0) (ee -| 


4 


2 
一 到 十 一 工 
mY 


替代 sinz 的 二 次 函数 是 顶点 在 | 下 ，0| 的 与 模 轴 交 于 (0，0) 
本 (x，0) 的 开口 向 下 的 抛物 线 ， 见 图 11-1。 


图 11 -1 


二 次 近似 与 原来 的 函数 y= f(z) 在 zo。，xz1，x， 上 的 值 是 
一 样 的 。 

僧 一 行 没 有 考虑 近似 的 误差 ， 牛 顿 给 出 了 误差 表达 式 并 加 
了 证 明 。 

我 们 从 图 11-1 上 看 到 ， 在 [0，x] 上 ，sinz 与 其 二 次 
插值 算法 给 出 的 近似 相差 无 几 ， 面 貌 酷似 ， 而 且 插 值 近似 


-三民 + 和 xz 可 以 轻易 地 只 用 乘法 与 加 法 求 得 任意 z€ [0，x] 
上 的 近似 函数 值 ， 而 由 y=sinz 求 轨 =sinl 就 无 计 可 施 了 | Y3 


的 近似 值 Yy3 则 易 得 ， y3 = -+ -4 X sin 和 


-亏本 + 寺 到 = 为 ， 而 sin 到 的 准确 值 是 求 不 出 来 的 。 
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僧 -- 行 是 一 位 法 号 “一 行 ”的 和 尚 ， 他 的 原名 叫做 张 送 
(683 一 727), 唐 朝 人 ， 籍 贯 河南 南 乐 县 ， 曾 祖父 张 公 谨 为 囊 州 都 
督 ， 父 张 擅 为 武功 县 令 。 张 遂 天 生 聪 慧 ， 敏 而 好 学 ， 博 宽 请 子 百 
家 之 作 ， 二 十 岁 即 以 学 识 渊 博 著 称 中 原 。 当 时 正 值 唐 太 祖 的 余 莒 
武 媚 娘 武则天 掌权 作 了 女皇 帝 ， 这 个 家 伙 生 活 上 淫荡 无 度 ， 政 治 
上 专 酷 无 情 ， 她 先后 杀 掉 唐 太 宗 的 宗室 贵 威 数 百 人 ， 大 臣 被 杀 者 
数 百 家 ， 刺 史 、 郎 将 以 下 心怀 异 志 而 被 她 砍 头 者 不 计 其 数 ， 弄 得 
三脚 一 片 如 怖 ， 武 则 天 有 一 家 侄 起 三思， 凭借 其 姑妈 的 呈 权 ， 东 
田 霸 女 ， 无 恶 不 作 ， 这 小 子 狗屁 不 懂 却 养 了 一 帮 给 他 拍 马 的 文人 ， 
以 便 显 示 他 的 斯 文 ， 人们 一 提起 武则天 与 武 三 思 ， 无 不 切 齿 作呕。 
一 日 武 三 思 听 他 的 走狗 文人 说 张 遂 如 何 聪明 如 何 有 学 间 ， 武 二 已 
今 那 位 走狗 文人 去 通知 张 遂 ， 说 请 张 遂 到 宫 内 做 武 三 思 的 门客 ， 
即 养 在 武 三 思 家 为 武 三 思 做 文化 门面 的 食客 。 张 遂 清 高 志和 还 ， 马 
能 与 武 三 思 之 流 合 污 ， 于 是 连夜 前 往 岗 山 ， 投 奔 佛 门 ， 剃 度 为 僧 ， 
取 法 号 “一 行 "， 后 转 居 天 台山 ， 专 心 研修 天 文 与 数学 ; 之 后 朝 迁 
多 次 下 诏 令 张 遂 回 朝 做 官 ， 张 遂 缘 以 出 家 人 不 返 红尘 而 拒绝 。 下 
至 武家 权势 衰退 ， 李 隆基 ( 唐 玄 宗 ) 掌权 后 ， 张 遂 于 721 年 奉 芯 
宗之 命 主编 新 历法 ，725 年 编制 《大 衍 历 ?。《 大 衍 历 》 编 成 后 ， 张 
遂 随即 谢世 ， 座 年 仅 4 岁 。《 大 衍 历 》 在 全 国 颁 布施 行 ，734 年 传 
入 日 本 ， 在 东瀛 照 行 《大 入 历 》 百 余年 。 上 面 的 不 等 距 二 次 插值 
算法 就 是 张 北 编 制 《 大 衍 历 ) 时 为 进行 近似 计算 而 发 明 的 ， 同 时 
他 还 用 二 次 插值 方法 编制 了 三 角 函 数 表 。 

张 遂 刚直 不 阿 的 耿直 京 性 ， 脱 俗 专 志 不 旦 强权 的 学 痢 风 
范 ， 是 当今 每 个 有 志 青 年 的 榜样 。 

在 中 国 数学 史上 另 一 位 在 政治 品质 与 数学 成 就 上 与 张 遂 问 
样 令 人 肃然 起 敬 的 大 人 物 是 元 代数 学 家 李 冶 。 李 冶 的 代表 作 
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《 训 圆 诲 错 》 中 ， 把 实际 问题 化 成 高 次 方程 的 数学 模型 ， 再 对 
高 次 代数 方程 进行 数值 研究 。 李 冶 把 方程 
XZ" +ar” I ++a_ix+a,=0 (11.2) 

中 的 未 知 数 x 称 为 “天 元 ”， 把 由 实际 模型 化 成 形 如 (11.2) 
的 代数 方程 模型 进而 求 出 未 知 数 的 数学 工作 称 为 天 元 术 。 李 治 
及 其 学 生 们 称 “ 代 数 即 天 元 ， 几 何 即 勾 股 ”"。 李 冶 的 高 次 方程 
大 多 出 自 诸 如 “人 勾 股 容 贺 ”的 几何 问题 ， 所 谓 “ 勾 股 容 圆 ” 问 
题 是 指 与 直角 三 角形 的 内 切 圆 有 关 的 问题 。 例 如 李 冶 兽 研究 过 
4 次 和 6 次 方程 
-0.437$z +766.5z 一 165963z2 —252393120x + 60989241600 =0 
-2z? ~ 714x” — 62165x4 — 2220302z3 + 82926810z2 + 1725602316x + 
S1336683776=0 
等 等 。 

在 李 冶 为 一 部 数学 著作 《 益 古 演 段 》 中 第 三 十 三 题 日 . 
“ 今 有 圆 田 一 段 ， 中 心 有 直 池水 占 之 ， 外 计 地 七 千 三 百丈 ， 只 
云 并 内 池 长 阔 少 田径 五 十 五 步 ， 冰 不 及 长 三 十 五 步 ， 问 三 事 各 
多 少 ?” 

三 事 ” 指 长 方形 的 水 池 的 长 与 宽 以 及 圆 的 直径 。 

设 圆 田 直径 为 x 丈 ， 当 时 取 3， 则 圆 面积 为 x| 亏 | = 


条 z2; “外 计 地 七 千 三 百丈 ” 即 水 池 外 圆 内 面积 为 7300 丈 2， 


故 水 池 面 积 为 汪 z2? - 7300。 见 图 11-2。 

设 池 之 长 与 宽 分 别 为 y 与 >， 由 题 意 “并 内 池 长 益 少 田径 
五 十 五 步 "， 即 y+ z= x 一 55。 阔 不 及 长 三 十 五 步 ， 即 yy 
= 35， 于 是 由 
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图 11-2 
(y+ z)*— (y 一 z)* = 4 yz 


得 
(x — 55)* — 35° = 4yz 


而 ye 是 水 池 的 面积 ， 上 面 已 知 水 池 面积 为 半 z 一 7300 ， 所 以 


(过 一 S$) — 35° = 4| 于 一 7300 


2z2+110z -31000 = 0, x*+55x -15$5$00 = 0 

解 得 x = 100( 负 根 合 去 )。 把 x =100 代入 
y+ 二 文 一 33 = 495 
y— = 35 
解 得 y ( 池 长 ) = 40 ( 丈 )，z = 5 ( 丈 )。 最 后 知 圆 直 径 100 
丈 ， 池 长 和 0 丈 ， 宽 5 丈 。 

我 们 从 此 题 上 述 天 元 术 过 程 欣赏 了 李 冶 解法 之 高 明 ; 例如 
他 用 恒等式 (a+ 85) - (a -56)=4ab， 把 天 元 x 与 池 面 积 
挂钩 ， 进 而 列 出 二 次 方程 。 

李 冶 〈1192 一 1279)， 原 名 李 治 ， 字 仁 卿 ， 号 敬 毅 ， 尊 北 
弯 城 具 人 ， 金 朝 进士 。1232 年 蒙古 军队 攻 入 中 原 ， 李 冶 流落 
山西 隐居 ， 后 迁 入 河北 封 龙 山谷 办 学 授课 ; 此 山中 有 一 个 “ 封 
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龙 书 院 ”， 藏 书 十 几 万 卷 ， 文 人 隐士 出 没 其 则 ， 或 聚 徒 讲学 ， 
或 谈 经 论 道 ， 之 中 不 乏 爱 好 数学 者 ， 李 冶 经 党 与 之 交流 学 术 ， 
切磋 研究 成 果 。 李 冶 在 山上 虽 “ 饥 寒 不 能 自 存 ”， 仍 痴心 研究 
数学 ， 尊 为 “龙山 老人 ”。“ 隐 和 号 免 留 干 载 笑 ， 成 书 还 待 十 年 
有 内。” 李 冶 在 封 龙山 谷 隐居 20 余 载 。 写 出 〈《 测 圆 海 锐 》 和 《 益 
古 演 段 》 二 部 世界 级 著名 数学 文献 。 元 世祖 忽 必 烈 多 次 差 大 蕊 
持 御 书 聘请 李 冶 出 山 ， 入 朝 做 官 ， 许 以 高 和 历 厚 禄 ， 李 冶 篆 以 老 
病 谢绝 ，“ 宁 与 木石 为 伍 ”， 不 去 为 之 王 的 封建 专制 效劳 。 
忽 必 烈 在 御 书 中 同 李 冶 问 及 “天 下 当 如 何 而 治 ?” 李 治 管 

道 ,“ 夫 治 天 下 ， 难 则 难于 登 天 ， 易 则 易于 反 掌 。 盖 有 法 度 则 
治 ， 控 名 责 实 则 治 ， 进 君子 退 小 人 则 治 ， 如 是 而 治 天 下 ， 忆 不 
易于 反 掌 平 ? 无 法 度 则 乱 ， 有 名 无 实则 乱 ， 进 小 人 退 君 子 则 
乱 ， 如 是 而 治 天 下 ， 岂 不 难于 登 天 乎 ?”1265 年 ， 李 痛 见 忽 必 
烈 反 复 热 情 相 邀 ， 便 去 北宋 翰林 院 任 职 ， 专 共 李 敬 前 纵 有 人 铁 肩 
亦 难 担 道义 ， 徒 有 铁 笔 也 难 抒 己见 ， 输 林 院 大 事 小 事 都 必须 绝 
对 肚 从 星 帝 意愿 行事 ， 禁 止 有 半点 独立 思考 的 余地 。 李 褒 的 耿 
直 课 性 实在 忍受 不 了 那 种 思想 专制 ， 他 预感 到 弄 不 好 也 许 会 受 
文字 狱 之 闸 ， 日 昌 源 送 上 自己 的 事业 前 程 ， 他 心中 怀念 着 他 的 天 
元 术 ， 在 翰林 院 干 了 几 个 月 便 托 病 辞 官 ， 重 运 封 龙 合 隐居 。 名 
必 烈 再 三 挽留 ， 李 冶 坚 持 回 山 ， 送 别 李 冶 那 天 ， 诗 人 耶律 铸 赠 
李 冶 离 情 诗 一 上 自 : 

一 代 文 章 老 ， 李 车 归 故 山 。 

露 深山 月 净 ， 荷 老 野 雯 寄 。 

茅屋 已 知足 ， 布 衣 甘 分 闲 。 

世人 学 不 得 ， 须 信 十 今 难 。 
李 治 从 此 不 再 离开 封 龙 谷 半 步 ， 埋 头 研 究 与 教授 数学 ， 年 至 


69 


87 岁 而 渤 。 史 家 对 李 羡 棺 定论 日 :“ 讲 学 著 书 ， 秘 演算 术 ， 独 
能 以 道德 文章 ， 确 然 自 守 ， 至 老 不 衰 。” 李 冶 遗 嘱 : “各 平生 著 
述 ， 死 后 可 尺 炸 去 ， 独 《 测 圆 海 镜 )， 虽 九 九 小 数 ， 吾 常 精 思 
致力 引 ， 后 世 必 有 知 者 ， 度 可 布 广 牌 永 乎 7 

对 于 《 测 圆 海 镜 》， 后 世 果 然 有 知之 者 ， 例 如 20 世纪 巴黎 
大 学 的 林 力 娜 以 《 测 圆 海 镜 》 研 究 为 题目 的 博士 论文 通过 答 
辨 ， 获 博士 学 位 。 著 名 数学 史家 美国 人 陕 顿 在 他 的 著作 中 和 写 
道 ,“ 李 冶 是 金 元 时 代 中 国 最 伟大 的 数学 家 之 一 。” 

1992 年 ， 蛮 城 县 举办 了 李 冶 诞生 800 周年 纪念 会 ， 并 建 
立 了 “ 李 冶 陈列 馆 "”， 李 褒 已 被 公认 为 中 国力 至 世界 的 文化 名 
人 ， 是 金 元 时 代 最 杰出 的 数学 家 之 一 。 
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提 第 十 二 回 
声 辉 二 角 蕊 数理 
华 老 航 板 换 区 机 


声 辉 是 南宋 时 代 中 国 著名 数学 家 ， 浙 江 杭 州 人 ， 与 秦 九 
闸 、 李 冶 、 打 世 杰 合 称 宋 元 “四 大 家 ”。1216 年 ， 杨 辉 在 其 名 
兰 《 许 解 九 章 算 术 》 中 男 了 一 张 图 ”人 称 杨辉 三 角 ， 见 图 
12-1, 该 三 角形 两 腹 上 的 数字 丝 为 1， 其 他 数 是 其 最 接近 的 左上 
方 写 右上 方 两 数 之 和 ， 此 三 角 可 以 生成 无 穷 多 层 。 它 有 许多 优 
美 性 质 ， 例如 ， 

1| 
四 
[3 加 
加 
加 
[6 6 


图 12-1 
(1) 第 2” 层 是 1，C1_ 1，C2 1，…，Cr，Cr_ ，，，… 


(2) 第 nn 层 是 (a +65)” i 展开 式 的 系数 。 

(3) 第 n+1 层 是 u(xz)wv(z) 的 n 阶 导数 的 各 项 之 系数 。 
(4) 由 此 三 角 看 出 Ci +C_1= Ci(r=1,2,…,n)。 
(5) 第 2+1 层 之 和 是 2"。 
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1956 年 ， 我 国 现 代数 学 大 师 华 罗 庚 教授 从 概率 论 的 角度 
对 杨辉 三 角 做 了 精彩 论证 ， 见 图 12-2。 


图 12-2 


在 一 块 倾斜 的 木板 上 贴 上 一 些 全 等 正六 边 形 木 块 ， 古 代 的 
酒杯 口 就 是 正六 边 形 的， 这 种 酒 具 称 为 艇 。 在 最 下 层 是 一 些 长 
方形 的 厘 子 。 相 邻 木 块 的 公共 边 处 留 一 条 细 缝 ， 可 以 让 从 上 面 
落下 的 小 球 通过 。 

小 球 从 顶 上 通过 中 间 竖 直 细 缝 落 至 第 二 层 木 块 之 项 痢 ， 然 
后 左右 等 可 能 地 滚 过 第 二 层 中 间 那 只 木 块 两 侧 的 某 一 竖 直 细 
毋 ， 再 落 到 下 一 层 三 个 紧 直 细 颖 之 一 ， 如 果 小 球 滚 入 这 三 个 竖 
直 细 缝 最 左 侧 的 那个 竖 直 细 颖 ， 它 是 从 上 一 层 最 左 竖 直 细 缝 来 
的 ， 若 小 球 滚 入 这 三 个 竖 直 细 颖 最 右 侧 的 那个 坚 直 细 缝 ， 它 古 
从 上 一 层 最 右 竖 直 细 缝 来 的 ， 若 小 球 滚 入 中 间 的 坚 直 细 缝 ， 它 
可 能 有 两 种 来 处 ， 或 者 从 上 层 左 侧 竖 直 细 颖 而 来 ， 或 者 从 上 层 
右 侧 竖 直 细 颖 而 来 ， 可 见 小 球 落 入 第 二 层 两 竖 直 细 颖 的 可 能 性 
大 小 之 比 是 1 比 1， 落 入 第 三 层 三 个 竖 直 细 颖 〈 从 左 至 右 ) 可 
能 性 大 小 之 比 为 1:2:1 ; 依 此 类 推 ， 小 球 落 入 第 四 层 四 个 竖 直 
细 颖 的 可 能 性 大 小 之 比 为 1:3:3:1 ，…， 小 球 落 入 第 n+1 屋 
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各 竖 直 细 颖 的 可 能 性 大 小 之 比 为 1:C:C2 ppC0 1:1。 

由 此 可 知 杨辉 三 角 每 层 写 的 数字 恰 为 一 只 小 球 从 上 述 舰 板 
顶 落下 通过 该 层 各 竖 直 细 缝 可 能 性 大 小 之 比 ， 即 通过 各 竖 直 细 
颖 概率 的 比 ， 如 果 从 顶端 放出 1+ Cl + C2+:…+C%1+1=2” 
个 小 球 ， 落 入 般 板 底部 2+1 个 匣子 中 的 球 的 数目 从 无 到 右 按 
可 能 性 来 计算 恰 为 杨辉 三 角 中 第 n +1 行 上 写 的 数字 ; 夺 把 车 
子 从 左 到 右 编 号 为 1,2,…, n +1， 则 落 入 奇数 号 码 匣子 中 的 小 
球 总 数 与 落 入 偶数 号 码 匣子 里 的 小 球 总 数 一 样 多 ， 这 是 因为 
0= (1—-1)*=1- Cl+C 一 … 十 (一 1 Ca 二 (一 1)7 

杨辉 二 角 有 显明 的 图 论 意 义 ， 见 图 12-3。 在 一 个 角 的 平分 
线 上 从 角 顶 点 开始 依次 截取 n 上 段 等 长 的 线段 ， 过 每 个 线段 之 
端点 作 角 平分 线 的 垂 线 ， 从 左 向 右 在 第 有 条 平行 线 上 等 距 地 
画 上 个 顶点 ,，&=1，2，…，72 +1， 最 左 最 右 的 顶 在 角 的 边 
上 ， 绸 从 每 个 顶点 回 它 的 下 层 最 近 的 两 顶 男 上 两 条 有 回 边 ， 构 
成 一 个 “杨辉 有 疝 图 ”， 我 们 发 现 命 题 D: 从 角 顶 开始 到 某 项 
的 有 问 道 路 的 条 数 恰 为 杨辉 三 角 中 的 数字 。 
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下 面 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 上 述 杨辉 三 角 的 图 论 含义 。 

事实 上 ， 在 图 12-3 所 示 的 有 回 图 上 ， 我 们 对 其 目 上 而 下 
的 层 数 进行 归纳 法 证 明 。 对 于 第 二 层 ， 命 题 成 立 。 假 设 对 第 
n 一 1 层 命 题 已 成 立 ， 下 证 对 第 n 层 ， 命 题 仍 成 立 。 任 取 第 ?> 
屋 上 的 一 个 项 ， 如 果 此 顶 在 三 角形 腰 上 ， 则 显然 从 角 顶 到 此 顶 
的 有 回路 条 数 为 1， 命题 成 立 ; 者 此 项 xz 不 在 三 角形 腰 上 ， 则 
此 顶 z 的 最 近 的 左上 方 与 右上 方 的 两 硕 y，z 上 瑟 的 数 ， 由 归 
纳 法 假设 ， 分 别 为 角 顶 到 左右 上 方 这 两 顶 的 有 回路 的 条 数 ， 而 
由 角 顶 到 顶点 x 的 有 回路 是 由 角 顶 O 行 至 y 册 行 一 步 到 达 x 
或 由 〇 行 至 z 再 行 一 步 到 达 z， 可 见 过 =y+>x<， 此 处 用 z 代 
表 由 O 到 x 的 有 向 路 条 数 ，y，x 亦 作 相似 理解 ， 至 此 证 出 命 
题 O 成立。 

如 果 把 杨辉 三 角形 做 成 一 个 等 腰 直 和 角 三 角形 ， 且 使 其 项 角 
在 左上 和 角 ， 一 条 直角 边 呈 水 平 ， 把 此 杨 洽 三 角 无 限 延 展 ， 则 得 
一 个 无 穷 行列 的 方 阵 A。 

1654 年 ， 法 国 大 数学 家 由 斯 卡 发 明了 下 面 的 一 个 无 穷 方 阵 


lS 33 70 126，» .+。 
1 6 21 56 126 232。，。 


西方 称 之 为 由 斯 卡 三 角 ， 不 难看 出 ， 在 由 期 卡 无 穷 方 阵 上 从 左 
上 方 切 下 一 个 等 腰 三 角形 恰 为 杨辉 三 角 ， 不 过 由 斯 卡 的 这 一 发 
明 已 比 杨 涟 人 到 了 400 年 元 右 。 显 然 ， 则 斯 卡 方 阵 束 是 我 们 刚 
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第 十 二 回 的 杨辉 三 角 藏 数理 “” 华 老 饥 板 揭 辫 机 


才 襄 的 方 阵 A， 当 然 ， 帕 斯 卡 不 懂 中 文 ， 他 的 方 阵 是 独立 搞 
阳 斯 卡 无 穷 阵 也 有 不 少 奇 妙 的 性 质 ， 如 果 用 a; 表 示 第 1 
行 第 7 列 的 数字 ， 则 
(1) a1,;=a;,1=1。 
(2) Ui,j™ Qj,io 
(3) ai ;=a;-1j;+tai;-1, i>1, j>1。 


zz 十 7 一 2)1 
(4) a Ey (0! =1)。 


(5) ai1tai,2+ Qi,3t+ +a = Qitl,jo 
与 杨辉 三 角 相 比 ， 帕 斯 卡 无 穷 阵 有 解析 公式 可 用 的 优越 性 。 

帕斯卡 (1623 一 1662) 是 科学 史上 的 神童 之 一 ，16 岁 就 
出 版 了 一 本 关于 圆锥 曲线 的 著作 ， 莱 布 尼 获 看 过 此 书后 十 分 赞 
营 。1640 年 ， 帕 斯 卡 发 表 《 略 论 圆 锥 曲线 》， 笛 卡 儿 看 后 不 敢 
相信 这 筷 文章 出 自 一 个 17 岁 少年 之 手 ， 这 篇 文章 是 自 希 腊 阿 
波多 尼 奥 斯 之 后 关于 圆锥 曲线 的 最 重要 的 成 果 。 数 学 界 当 时 公 
认 ， 单 凭 这 篇 文章 ， 帕 斯 卡 即 可 以 有 资格 称 为 著名 数学 家 。 在 
这 篇 文章 中 ， 帕 斯 卡 提出 且 证 明了 著名 的 帕斯卡 定理 ; 

圆锥 曲线 的 内 接 六 边 形 三 组 对 边 之 交点 共 线 。 

1653 年 ， 由 斯 卡 的 朋友 梅 累 (一 个 赌 徒 ) 向 帕斯卡 请 教 
下 面 的 所 请“ 分 赌 本 问题 ”: “两 个 玩 贷 子 的 人 各 出 赌 本 32 金 
币 ， 约 定 甲 先 掷 出 三 次 六 点 或 乙 先 掷 出 三 次 四 点 ， 就 算 赢 了 对 
方 ， 甲 已 境 出 两 次 六 点 ， 乙 已 掷 出 一 次 四 点 ， 赌 博 因 故 中 止 
(可 能 是 警察 来 抓 财 ， 甲 乙 急忙 携 赠 本 逃走 )， 问 甲乙 应 如 何 分 
这 64 个 金币 的 赌 本 ?”1654 年 ， 帕 斯 卡 正 确 地 解决 了 这 个 问 
题 ， 开 创 了 概率 的 研究 。 

1640 年 ， 由 斯 卡 为 减轻 当 会 计 的 父亲 繁重 的 计算 负担 ， 
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用 两 年 时 间 研 制 出 世界 上 第 一 台 六 位 手 播 计 算 机 ， 此 种 计算 机 
的 原件 现 仍 在 巴黎 国立 工艺 博物 饱 珍 藏 。 

帕斯卡 还 是 牛顿 、 莱 布 尼 获 发 明 微 积 分 的 先行 者 ， 他 曾 计 
算出 


ar 1 al 
| zadz = = 


帕斯卡 在 他 的 无 穷 窍 阵 上 应 用 了 数学 归纳 法 ， 他 是 历史 上 
最 早 使 用 数学 归纳 法 的 人 。 : 

他 在 物理 学 上 建树 亦 颇 为 丰富 ， 又 是 著名 的 散文 家 ， 他 的 
散文 集 《思想 录 》 是 世界 思想 文化 史上 的 不 朽 名 著 ， 思 想 深 刻 
奇特 ， 文 笔 贷 水 流畅 ， 对 后 志文 学 与 思想 界 影响 很 大 。 由 斯 卡 
39 岁 去 世 ， 虽 英 年 早 逝 ， 但 在 数学 、 物 理 与 思想 文化 等 领域 
为 人 类 留 下 了 宝贵 的 精神 财富 。 他 生前 的 座右铭 是 : 

追求 真理 时 ， 发 现 真理 ; 
已 知 真理 时 ， 论 证 真理 ; 
探讨 真理 时 ， 监 别 真理 。 

中 国 的 杨辉 ， 法 国 的 帕斯卡 是 世界 数学 史上 两 颗 光 彩照 人 
的 明星 ， 他 们 才思 敏捷 ， 富 于 巧妙 的 构造 性 才能 ， 是 人 类 文化 
史上 的 奇才 、 模 范 和 功 巴 。 
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〇 第 十 三 回 
天 地 人 物 汉 卿 看 《四 元 玉 室 /) 
堆 折 凤 峰 松 寿 作 《 算 学 司 过 / 


元 代 中 国 出 了 两 位 大 数学 家 ， 一 位 是 第 十 一 回 所 述 的 李 
冶 ， 一 位 是 现在 要 说 的 朱 世 杰 。 朱 世 杰 也 是 河北 省 人 ， 字 汉 
卿 ， 号 松 姓 ， 平 民 职 业 数 学 家 ， 以 云 洲 四海 讲 学 闭 书 为 生 。 他 
的 代表 作 是 《四 元 玉 鉴 ;>。“ 四 元 ” 指 四 个 未 知 数 天 元 、 地 元 、 
人 元 和 物 元 ， 现 在 可 以 分 别 用 +，y，z，w 来 表示 ; 玉 鉴 是 
用 玉石 打磨 而 成 的 镜子 ; “四 元 玉 鉴 ”这 个 书 名 含意 是 对 多 元 
代数 方程 研究 的 一 面 错 子 。 他 的 另 一 部 名 著 是 《 算 学 局 稼 》， 
是 一 部 在 中 国 乃 至 世界 最 早 的 科学 普及 著作。 

在 《四 元 玉 签 》 当 中 ， 朱 志 杰 把 实际 模型 化 成 售 多 个 未 知 
数 的 代数 方程 组 ， 骨 经 清 元 法 得 出 仅 含 一 个 未 知 数 的 高 次 方 
程 ， 最 后 求 取 这 个 高 次 方程 的 解 。 例 如 他 在 《四 元 玉 和 鉴 》 中 曾 
得 到 过 一 个 14 次 的 物 元 (w) 方程 

2006w 1 —11112w* +22292w!* —19168vww!! +2030w1+ 
12637w’” 一 879$r — 8799w’ + 19112w° — 9008ww?” 一 384 友 二 
1792w’” — 640w’—768w +1152=0 (13.1) 
这 个 方程 是 当时 世界 克 围 内 出 现 的 非 平 几 的 次 数 最 高 的 代数 方 
程 ， 这 里 说 的 “ 非 平 凡 ” 是 指 它 是 比较 一 般 性 的 ， 不 是 如 
-1=0 那 种 其 实数 解 极 易 求 得 的 方程 。 对 于 方程 
(13.1)， 朱 世 杰 解 得 w =2。 

莫 知 在 为 《四 元 玉 鉴 》 作 序 时 说 : “燕山 松 庭 先 生 以 数学 
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名 家 周游 湖 海 二 十 余年 余 。 四 方 之 来 学 者 日 众 ， 先 生 遂 发 明 九 
章 之 妙 ， 以 淑 后 学 。 为 书 名 目 《 四 元 玉 鉴 y》。 先 生 是 书 将 大 用 
于 直 ， 有 能 执 此 以 往 ， 则 十 人 格物 致知 之 学 ， 治 国平 天 下 之 
道 ， 其 在 是 锋 。 

在 《 算 学 启蒙 》 当 中 ， 最 为 引人入胜 的 问题 莫 过 于 堆 霖 问 
题 ， 今 摘 四 题 且 解答 如 下 。 

(1) 今 有 芙 草 底面 五 十 四 束 ， 问 积 几何 ? 

“ 朗 章 ”， 忠 牲口 〈 牛 马 ) 的 干草 捆 ( 束 )， 底 面 并 排 码 了 
54 捆 ， 向 上 每 层 少 一 捆 ， 顶 上 一 捆 ， 所 以 


1+2+3 二 …++54= (1 + 54)54 = 1485( 捆 ) 


(2) 今 有 三 角 摊 果子， 每 面 底子 四 十 四 个 ， 问 共 积 几 何 ? 
把 一 样 大 小 的 果子 〈 例 如 西瓜 、 苹 有 果 之 类 ) 堆 壤 成 正三 楼 
锥 形 ， 底 面 每 边 44 只 果子 ， 顶 上 仅 一 只 果子 ， 从 上 面向 下 数 ， 


每 层 果子 数 分 别 为 1，3，6，…， 方 n(n +1)，n 是 层 数 。 
今 n = 44, 于 是 全 井 共 有 果子 


1+3+6+ 人 十 方 2 + 个 
由 数学 归纳 法 容易 证 明 1+3+6+… 二 六 7 (n+1) = 
En (n+1) (2+2)， 事 实 上 
mn=1 时 ，1+3+6+… 十 方 ma(m+1) = 二 2(2+1)(nT+ 


2)， 左 端 =1， 右 端 = 二 xTXx2x3=1， 公 式 成 立 。 
假设 n = 时 公式 成 立 ， 即 


1 +3+6+.+ hk+1) = Eh + 1)(k+2) 
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我 们 递 推 对 n = 有 +1， 公 式 仍 成 立 ， 即 往 证 


+3+6+ +k(k+1) |+ (k++) (+2) 


= £(& + 1)(k +2)(k+3) (13.2) 
由 归纳 法 假设 ，(13.2) 式 左 端 等 于 
Ek(R+ DCR+2) + SR + 1 +2) 


- (8 + 1)(k+2)(k+3) 


可 见 (13.2) 式 成 立 ， 至 此 ， 由 数学 归纳 法 知 公 式 
1+3+6+.+ 放 n(n+l) = £n(n+1)(n+2) 
成 江 。 
当 n= 44 时 得 
1 


6 x44x(44+1) x (44+2) = 29370 


即 此 壤 果 子 数 为 29370 个 。 

(3) 今 有 三 角 、 四 角 有 果子 埃 各 一 所 ， 共 积 六 百 八 十 五 个 ， 
只 云 三 角 底 子 一 面 不 及 四 角 底 一 面 七 个 ， 问 二 反 底 子 一 面 几 
何 ? 

“三 角 果 子 才 ” 是 每 层 缘 正三 角形 的 果子 拒 ，“ 四 角 果 子 
霹 ”是 每 层 缘 正方 形 顶 上 只 一 个 果子 的 四 棱锥 霖 。 设 三 角 霹 底 
边 为 zx 个 果子 ， 则 四 和 角 壤 底 边 为 zx+7 个 果子 ， 于 是 三 角 志 共 
有 果子 


1 
6G T(z +1)(x+2) 


可 以 用 归纳 法 证 明 四 角 操 有 果子 6 (z +1) (2n +1)， 其 中 
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n 是 底 边 果子 数 。 对 于 公式 
+22+3 + +n = n(n+l)(2n+1) 
当 n=1 时 显然 公式 成 并 ， 大 n =k 时， 公式 成 立 ， 即 
1 +22+32 + +h = kk+1) (2 +1) 


往 证 n = 有 + 1 时， 公式 仍 成 立 ， 即 售 证 
(1+22+32+ 二 kj+ (k+l1) 


一 Eh + 1)(k + 2)(2k + 3) 
由 归纳 法 假设 ， 上 式 左 亲 等 于 


二 (CA + 1)(2 下 十 1) 上 + (有 十 1 
_ (8 + 1)[k(2k + 1)+6(k+1)] 


t (4 + 1)(2k2 +7k+6) 
- E(k + 1)(k +2)(2k + 3) 
由 数学 归纳 法 知 公 式 
+2+… 二 nn? 二 n(n + 1)(2n+1) 


成 立 。 


gz(z + 1)(xz+2)+ f(z +7)(x+8)(2xz + 15) = 685 


3z3 + 48x + 339x -3270 = 0 
解 得 z=S$。 即 三 角 反 底 边 为 个 果子 ， 四 角 志 底 边 为 S+7= 
12 个 果子 。 
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(4) 今 有 四 角 巾 蜂 形 果 子 ， 积 四 百 四 十 八 个 ， 问 底 子 几 
何 ? 

“四 和 角 风 蜂 形 ” 果 域 群 如 图 13-1。 从 左 向 右 有 若干 列 果 子 
坏 ， 第 一 列 一 埃 ， 由 一 只 果子 组 成 ; 第 二 列 两 吉 ， 每 霹 是 底面 
每 边 两 个 果子 的 四 角 果 子 井 ; 第 三 列 三 吉 ， 每 哲 是 底面 每 边 三 
个 果子 的 四 角 埃 ， 等 等 。 于 是 可 用 数学 归纳 法 证 出 这 些 志 的 果 
于 总 数 为 ( 共 n 列 ) 


上 明 此 此 也 相 趾 嘿 和 路 呈 站 釉 量 四 由 晶 直 
k 


本 看 嘲 必 用 孝感 全 学 ER 二 看 站 lir 是 性 


二 
肥 是 替 台 目击 直击 出 呈 笠 再 Jp 站 呈 


图 13-1 


1Xx1+(1+4)X2+(1+4+9)X3+.…+(1+4+9+.…+nm) Xn 


= +D(n+2)| al 4n+3| +|4n+ 了 | (13.3) 
事实 上 ， 当 n=1 时 ， 左 端 为 1x1= 1， 右 端 为 


50X1X(1+Dx(+2)[1|4+ 怠 | +4+ 二 | 


_1 _ 
= #0~*0o*x10 ] 


元 = 右 ; 当 n=2 时， 左 端 为 1X1+ (1+4)x2=11， 和 右 端 为 
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1 x2x (2+1)x(2+2)[2x [4x2+3)+ [4x2+32)] 
= x24x [2x|8+ 写 ]+ [8+ 让 | | 

x [27 + 地] 
= 11 


左 = 右 ， 归 纳 法 起 步 完 成 。 假 设 对 n=， 公式 (13.3) 已 成 
立 ， 下 证 对 于 n =&+1， 公 式 (13.3) 仍 成 立 。 即 往 证 

[1+ (1+4)xX2+.…+(1+4+9+.…+k)X&k) 
+ [1+4+9+.…+k2 二 (k+1)*](k+1) 


1 

= 让 (Rk+ DD(k+2)(k+3) 

[GE+D[4k+D+ 立 |+[4k+D+ 六 | (13.4) 

由 归纳 法 假设 ， 
1+(1+4)xX2+……+(1+4+9+.…+k)xk 


_ sok(k + 1)(k + 2)| | 4 + 这 | 和 4 + 六 | 


2 2 
为 证 (13.4) 式 ， 只 需 证 
1 


(有 十 1)( +2)| | 4 + | +| 4 + 让 | |+|1+4+9 


二 … 十 (R +1)? |( +1) 


= ok+1) (+2)( +3)| (有 +1) [4(R+1) + |+| 4( 


+D+ 二 || (13.5) 
又 已 知 


1+22+3+…+n*= En(n + 1)(2n + 1) 
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故 只 需 证 


ok(k+1)(R +2) [| 4k+ 怠 | + | 4 + | 


+( +1) 二 人 +]1)(k+2)(2k+3) 
1 
= zo(k +1)(k+2)(k+3) 


A 
即 是 否 


gk 4+ 二 |+| 统 + 二 | |+ 10(k +1D(2k +3) 


二 (有 + 3){( + 1)| 4 + 1) + |+ 4(k + 1) + 了 || ! 


(13.6) 
去 括号 合并 同类 项 得 (13.6) 的 两 端 丝 为 
4k” + 25.5k* + 50.5k + 30 
至 此 用 数学 归纳 法 证 得 朱 志 杰 公式 (13.3) 成 立 。 

是 朱 世 杰 告 诉 了 我 们 公式 (13.3)， 我 们 来 用 数学 归纳 法 
证 实 了 “ 朱 公 式 ” 的 正确 性 ， 虽 然 证 明 中 有 比较 麻烦 的 计算 ， 
但 并 未 遇 到 实质 性 的 困难 。 自 问 如 果 朱 世 杰 不 抛 出 公式 
(13.3)， 让 我 们 来 探求 公式 (13.3)， 则 要 比 我 们 的 证 明 更 难 
完成 。 不 怪人 们 戏称 数学 是 “ 吨 後 郑 楠 公主 ”( 求 比 证 难 )。 

数学 目 有 数学 之 美 ， 这 种 果 埃 群 ， 从 左 回 右 看 ， 犹 如 岗 峰 
层 合 ， 越 远 越 高 大 宽阔 ， 讲 为 壮观 。 设 最 后 一 列 的 果 域 每 底 边 
有 工 个 果子 ， 则 


soz(z 十 工作 十 2)| z| 4z 十 3 十 4z 十 了 | |= 448 


47z5 + 17 pe +25x3+ 12 7 7? +x-26880=0 
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解 得 zx=S$， 即 这 个 四 角 岚 峰 形 果 翅 群 共有 五 列 ，15 霖 ， 最 大 
的 一 折 底 边 有 5 个 果子 。 

我 们 看 到 ， 朱 汉 卿 把 几何 、 挫 探 、 天 元 术 有 机 结合 ， 其 加 
又 有 复杂 的 级 数 求 和 公式 。 列 方程 解 方程 ， 天 元 术 高 明 ， 摆 堆 
志 造 内 峰 ， 图 景 壮 丽 ， 实 用 性 强 ， 数 理 精 次 ， 是 我 国 数学 家 对 
数学 科学 贡献 的 硕果 。 

赵 元 镇 为 《 算 学 启蒙 》 作 序 说 : “燕山 松 许 朱 君 ， 苞 学 九 
章 ， 游 通 诸 术 ， 出 意 编撰 《 算 学 局 过 )， 贯 通 上 古今 ， 发 明 后 学 ; 
明天 地 之 变通 ， 演 阴阳 之 消长 ， 能 穷 未 明之 明 ， 元 尽 不 解 之 
解 ， 索 数 隐 微 ， 莫 过 于 此 ， 是 书 一 出 ， 为 算法 之 标准 ， 四 方 之 
学 者 归 锋 。 

到 了 朱 世 杰作 数学 的 年 代 ， 中 国 古 代数 学 已 达到 了 顶峰 ， 
之 后 则 逐渐 衰落 了 ! 一 直到 20 世纪 初 ， 中 国 的 数学 家 们 多 搞 
些 珠算 技术 或 对 前 人 著述 的 传授 注解 等 非 创 造 性 的 工作 ， 处 于 
把 旧 守 古 的 状态 。 而 16 世纪 到 20 世纪 ， 西 方 数学 却 得 到 了 翻 
天 覆 地 的 突破 与 发 展 ， 例 如 法 国 的 笛 卡 儿 等 人 创立 了 解析 册 
何 ， 英 国 牛 顿 、 德 国 莱 布 尼 茨 发 明了 微 积 分 等 等 ， 一 个 值得 回 
答 的 严肃 问题 是 ， 中 国 这 么 一 个 沁 沁 文 明 古 国 ， 有 那么 众多 聪 
明 勤 奋 的 学 子 ， 为 什么 在 我 们 最 擅长 的 数学 科学 上 会 落后 于 人 
呢 ? 主要 根源 是 中 国 超 长 期 的 封建 制度 ， 没 有 政治 文明 和 工业 
文明 ， 加 之 中 国文 化 与 传统 数学 本 身 的 弱点 ， 害 得 中 国 证 代 辉 
煌 的 数学 成 果 不 能 发 展 成 现代 数学 。 

秦始皇 创始 的 封建 制度 ， 进 行文 化 与 思想 专制 ， 二 网 五 
常 ， 思 忠 轧 考 ， 统 治 者 推行 的 腐朽 思想 文化 与 数学 的 科学 思 
想 ， 本 质 上 是 矛盾 的 ， 独 裁 者 的 统治 思想 是 反 科 学 的 牢 沉 。 和 又 
始 皇 之 后 历代 君主 把 孔 备 之 道 作 为 正统 思想 。 在 中 国 古 代数 学 
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中 “ 富 理 于 算 ”、“ 学 有 所 止 "*、 玖 于 言 证 、“ 文 词 数 学 ”等 等 ， 
阻碍 数学 深入 发 展 的 思想 局 限 丝 来 源 于 颂 家 思想 的 流 毒 。 事 实 
上 ， 数 学 是 以 证 明 为 其 生命 线 的 ， 例 如 哥 德 巴赫 猜想 “大 于 
4 的 偶数 缘 可 表 成 两 素数 之 和 ”， 用 手 算 可 以 从 4 起 验证 一 大 
批 偶数 缘 如 此 ， 华 罗 康 甚至 证 明 出 对 几乎 所 有 的 偶数 ， 哥 德 巴 
赫 猜 想 成 立 ， 但 人 们 还 在 努力 探讨 对 一 切 大 偶数 哥 德 巴赫 猜想 
是 否 成 立 ? 这 种 探讨 是 必要 的 ， 例 如 
2+1=3, 2+1=5, 22+1= 17, 22 +1= 65537 


都 是 素数 ， 人 们 猜想 22 + 1 是 素数 ， 但 后 来 发 现 22222 + 1 有 


一 个 因数 是 29 x 1575 + 1，2222 + 1 并 不 是 素数 ! 不 经 严格 证 
明 ， 只 赁 直觉 或 经 验 归 纳 ， 可 能 会 得 出 错误 结论 。 中 国 古 代数 
学 明显 存在 重 应 用 、 轻 理论 的 不 民 倾 阿 。 

八股 取证 的 考试 制度 是 一 种 宣 上 县 科学 的 教育 制度 ， 不 懂 数 
学 照样 可 以 “ 朝 为 田 舍 妇 ， 暮 登 天 子 筷 ”"， 使 得 20 世纪 前 的 全 
蕴 学 子 没有 多 少 不 走 学 而 优 则 仕 的 道路 而 坚持 数学 研究 的 。 男 
外 ， 开 目 排外 、 仅 守成 规 是 中 国 古 代数 学 不 能 继续 发 展 的 为 一 
个 主要 原因 。 

在 中 国 的 传统 文明 中 ， 汉 字 的 书写 方式 也 不 利于 数学 的 发 
展 。 一 直到 20 世纪 初 ， 汉 字 还 是 紧 行 书写 ， 即 使 有 时 横行 书 
写 ， 也 是 从 右 问 左 写 ， 设 想 我 们 这 本 书 一 定 要 排 成 坚 行 的 版 


式 ,| - 虹 - =In|a +z|+c 怎 么 个 排 法 ?长 期 排外 ， 不 接纳 近 


代数 学 符号 也 对 中 国 数学 的 发 展 产生 过 不 小 的 阻碍 ， 例 如 一 直 
到 19 世纪 ， 李 善 兰 〈1811 一 1882) 翻译 微 积 分 时 ， 硬 是 把 


dz 
| = Jnila+zxl+ec 
QQ 二 六 
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翻译 成 


用 | 天 
和 天 

真是 让 人 人 啼笑皆非， 既然 是 翻译 ， 为 什么 不 实录 | -学 

DT om | 和 


详 字 符 ; 古代 文 人 更 是 人 被 同行 马 成 是 许 双 ， 是 离 经 产道 ， 不 
敢 使 用 世界 通用 的 数学 符号 。 


不 = ( 甲 | 天 ) 对 | 丙 
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第 八 回 中 我 们 介绍 过 杨辉 关于 构 作 奇 阶 幻 方 的 行为 算法 ， 
杨辉 构 作 的 奇 阶 幻 方 称 为 “神农 约 方 "。 

1687 年 到 1688 年 ， 法 国 的 卢 培 给 出 了 奇 阶 约 方 的 另 一 种 构 
作 方 法 。 以 三 阶 幻 方 为 例 ， 画 一 个 3x3 的 九 格 正 方形 RR， 表 在 
它 的 上 方 与 右 侧 加 上 一 层 格子 ， 形 成 4x4 的 正方 形 ， 见 图 14-1。 
把 0 写 在 右上 角 ， 把 1 写 在 R 的 第 一 行 中 间 位 置 ， 在 1 的 斜 上 
方 格子 中 写 2，2 已 出 R， 则 把 2 下 降 3 格 落 位 ; 2 的 右上 写 上 2 
+1=3，3 已 “出 界 ”， 右 移 3 格 落 位 ; 3 的 右上 方 已 有 数 1， 在 
3 的 下 方 一 格 内 写 3+1=4; 4 的 右上 方 写 4+1=5; 5 的 右上 方 
写 5+1=6，6 的 右上 方 已 有 数字 0，6+1=7 只 好 写 在 6 下 方 一 
格 内 ; 7 的 右上 方 写 8，8 已 出 界 ，8 右 移 至 左 侧 第 三 个 格 ; 8 石 
上 方 写 8+1=9，9 出 界 ， 下 落 3 个 格 。 人 至 此 完成 3 阶 纪 方 ， 在 
R 中 写 出 的 就 是 3 阶 幻 方 。 图 14-2 中 写 的 是 用 卢 培 法 构 作 的 5 
阶 幻 方 。 每 行 每 列 每 条 对 角 上 数字 之 和 和 红 65。 

用 卢 培 的 方法 可 以 做 出 (2&+1)x(2+1T) 的 任何 奇 阶 约 方 。 

卢 培 的 构 作 方法 明显 地 不 如 杨 逻 的 构 作 方法 巧妙 。 

任何 一 个 三 阶 幻 方 ， 中 心 那个 数 一 定 是 5。 

事实 上 ， 由 于 幻 方 每 行 之 和 相等 ， 设 从 1 到 9 排 成 的 3 阶 
幻 方 如 图 14-3， 则 每 行 之 和 每 列 之 和 每 对 角 线 之 和 则 为 
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_ 18425290 
17124| 1 8115|17 
23| 5| 7|14|16|23 


6 1131201221 4 


图 14-2 
Z4 十 Z5 十 TIT6 三 To 十 TZ5 二 8 三 Z3 十 7 十 X5 二 1 十 TXT5 十 To 三 1 
XIit+ T+ X33+ Tat rst+ rot+ x+ re t+ ro tt 3rs = 0, 


3Ts=00~45=153，zxs=5 


过 1 2 X33 
之 4 本 5 本 6 
LT AR 9 


图 14-3 


为 一 个 关于 3X3 约 方 的 性 质 是 1 与 9 不许 在 某 个 角 上 出 
现 ， 事 实 上 ， 硅 1 在 某 角 上 出 现 ， 不 妨 设 其 出 现在 右上 和 角 ， 由 
于 5 在 中 央 ， 所 以 左下 角 必 为 9， 见 图 14-4。 第 一 行 还 缺 两 个 
数 ， 此 二 数 之 和 应 为 14， 它们 只 能 是 8 与 6, 但 8 在 左上 角 
时 ， 与 同 列 的 9 之 和 超过 了 15，6 在 左上 和 角 时 ，6 与 同 列 的 9 
之 和 已 经 是 15， 使 得 第 二 行 第 一 个 空格 无 数字 可 填 ， 可 见 9 
与 1 不 能 摆 在 角 上 。 

德国 数学 家 丢 勒 于 1514 年 给 出 了 一 种 4& 阶 幻 方 的 构 作 方 
法 ， 例 如 4x4 的 幻 方 ， 构 作 方 法 如 下 : 
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(1) 在 4Xx4 的 方 格 纸 上 从 弟 一 行 起 从 左 向 右 依次 抄 入 1， 
2，3，…，16， 见 图 14-5。 


图 14-5 
(2) 把 两 对 角 线 上 的 数字 以 4x4 正 方形 中 心 为 对 称 中 心 ， 
对 称 点 上 的 数字 交换 ， 则 得 一 个 4 阶 约 方 
对 于 8X8 乃至 4&k X 4k 的 幻 方 ， 构 造 方法 相似 进行 ， 见 
图 14-6， 步 又 是 : 


四 四 古田 四 四 回忆 
os la lahslslsols 
加 本 加 加 四 四 四 四 
隔 国 鳃 日 四 加 回国 


图 14-6 

把 1 至 64 从 第 一 行 起 依次 抄 入 8x8 的 正方 形 小 格 内 ; 
画 上 上 4 个 4x4 的 子 方 格 阵 的 对 角 线 ， 以 8x8 的 正方 形 中 
心 为 对 称 中 心 ， 把 各 对 角 线 上 对 称 位 置 的 数字 互 换 即 得 8 
x 8 幻 方 。 

田 高 阶 的 4k X 4k 的 幻 方 构 作 依 此 类 推 。 读 者 已 经 有 能 力 
自己 画 一 个 12 x 12 的 幻 方 了 ， 不 信和 你 试 试看 。 

技 勒 在 1514 年 还 构 作 了 与 图 14-5 不 同 的 男 一 个 4X4 幻 
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方 ， 见 图 14-7， 称 此 幻 方 为 “忧郁 图 版 "。 丢 勒 把 年 号 1514 写 
在 此 幻 方 之 中 (第 4 行 中 间 )， 他 事前 希望 这 个 幻 方 有 以 下 有 


(1) 第 一 行 与 第 二 行 各 数 平方 和 等 于 第 三 行 与 第 四 行 各 数 
的 平方 和 。 

(2) 第 一 行 与 第 三 行 各 数 的 平方 和 等 于 第 二 行 与 第 四 行 
数 的 平方 和 。 

(3) 对 角 线 上 各 数 之 和 等 于 不 在 对 角 线 上 各 数 之 和 。 

(4) 对 角 线 上 各 数 的 平方 和 等 于 不 在 对 角 线 上 各 数 的 平方 
和 。 

(5) 对 角 线 上 各 数 的 立方 和 等 于 不 在 对 角 线 上 各 数 的 立方 
和 。 

丢 勒 的 高 超 之 处 是 他 构造 了 一 个 满足 性 质 (1) 一 (5) 的 
纠 方 ， 而 不 是 别人 给 他 这 个 幻 方 图 14-7， 他 来 验证 出 这 5 个 性 
质 ; 构 作 满足 某 种 性 质 的 数学 结构 比 验 证 已 给 的 数学 结构 满足 
某 种 性 质 要 难得 多 ， 这 就 是 数学 界 戏称 的 “数学 是 一 位 叫做 艺 
彼 郑 顶 的 公主 ”，“ 却 彼 郊 柄 ”是 “ 求 比 证 难 ” 的 谐 首 。 例 如 证 
明 x 的 存在 以 及 7 是 无 理 数 超越 数 虽 然 不 易 ， 经 求 得 x 的 准确 
值 则 是 一 个 不 能 完成 的 题目 。 求 比 证 难 比 比 皆 是 。 数 学 发 展 到 
21 志 纪 ， 构 造 性 数学 逐渐 时 兴 ， 但 证 明 在 数学 中 是 永存 的 ， 
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即使 是 有 大 型 计算 机 可 用 ， 一 些 计算 还 是 由 于 时 间 复 杂 度 太 大 
而 难以 精确 地 完成 。 丢 勒 为 构 作 满足 条 件 (1) 一 (5) 的 4x 
4 幻 方 ， 也 曾 因 不 能 很 快 得 到 解决 而 忧郁 。 

在 幻 方 构 作 当中 ， 一 般 的 偶 阶 幻 方 的 构 作 至 今 未 能 彻 碟 解 
次 。 
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〇 第 十 五 加 
三 次 方程 出 剧 获得 公式 解 
俐 医 卡 丹 内 次 难 舍 诡辩 量 


12 世纪 ， 阿 拉 伯 数学 家 海牙 姆 给 出 了 一 元 三 次 方程 的 几 

何 解法 ， 海 才 姆 的 名 著 《 和 鲁 拜 集 》 已 由 郭沫若 译 成 中 文 ， 他 也 
是 穆斯林 的 著名 诗人。 海牙 姆 用 下 面 的 作 图 方法 求 取 三 次 方程 
T+brt+a= cr? (15.1) 


的 根 ， 他 把 a，5，c，z 视 为 线段 之 长 度 
(1) 作 AB= 与 : 先 用 规 尺 作 线段 z， 使 = 满足 =， 


区 
即 = = 和。 再 用 规 尺 作 线段 AB， 使 得 AB 满足 儿 = 站 ， 即 
4AB= 一 25 


(2) 作 BC= ce， 延长 CB 至 A， 使 AB= 和。 见 图 15-1。 


92 


第 十 五 回 人 三 次 方程 闹剧 获得 公式 解 ”神医 卡 丹 内 次 难 舍 诡 辩 最 


(3) 以 AC 为 直径 作 半 圆 ， 过 B 作 BD | AC，BD 与 半圆 
交 于 DD。 

(4) 在 BD 上 截取 BE=6b, 过 EE 作 EF// AC。 

(5) 在 BC 上 取 一 点 G， 使 得 (BG) x (ED)= (BE)Xx 
(4AB )。 

(6) 作 甜 形 DBGH。 

(7) 过 五 作 以 EF 与 ED 为 独 近 线 的 等 轴 双 曲线 ， 与 半圆 
交 于 J。 

(8) 过 J 作 DE 的 平行 线 交 BC 于 L， 交 EF 于 K， 则 BL 
之 长 是 三 次 方程 (15.1) 的 一 个 根 。 

事实 上 ， 容 易 证 明 

D (EK)xX(KI)=(BG)X (ED)= (BE)xX(AB),。 

© (BL)xX(L])= (BE) Xx (AL). 

@ (L171)=(AL)xX (LC),。 


@ BE) _ (LD _LC 
(BL) (AL) AC 
© (BE)Y x (AL)= (BL)x (LC), 


(©) 5 BL + = (BL)’(c— BL ). 

D(BL)+6b (BL)+a =c(BL)*， 即 得 知 BL 是 
(15.1) 的 一 个 根 。 : 

例如 用 上 述 作 图 ， 可 以 求 得 x ?+2x +8=5x? 的 根 为 x1 = 
2, T=4, XxX3= 一 1。 

法 国 大 数学 家 备 卡 儿 解 三 次 方程 

az +ar+c=10 

则 男 有 高 招 ， 他 先 在 直角 坐标 系 XxOy 中 国 y= ax? 的 图 像 ， 再 
国 直 线 y= 一 (bx +c)， 两 条 线 之 交点 的 横 坐 标 即 为 所 求 的 
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如 果 是 一 般 的 三 次 方程 ax” + bx“+ cx + d=0， 则 可 令 
z==z 一- 变 成 关于 x 为 未 知 数 的 没有 二 次 项 的 方程 ， 再 用 上 
述 解 法 求 其 解 。 

几何 方法 虽 有 直观 的 优点 ， 但 在 描 点 与 测量 (例如 BL 有 
多 长 ?) 的 过 程 中 难免 产生 误 卷 。 

文艺 复兴 之 后 ， 欧 洲 告 别 了 黑暗 时 代 ，16 世纪 最 为 壮观 
的 数学 成 就 就 是 意大利 的 数学 家 们 发 现 了 三 次 与 四 次 方程 的 代 
数 解法 。 

公元 前 三 世纪 ， 阿 基 米 德 曾 企图 建立 一 元 三 次 方程 的 求 根 
公式 ， 以 失败 告终 。 是 不 是 由 于 人 们 对 阿 基 米 德 的 迷信 ， 不 少 
人 误 认 为 三 次 方程 的 求 根 公式 的 获得 与 三 等 分 角 一 样 的 困难 ， 
此 事 一 拖 就 是 两 干 来 年 。1515 年 ， 意 大 利 数学 家 费 罗 宣布 他 
得 到 了 方程 z?+ mz 一 n(m，n 0) 的 求 根 公 式 ， 当 时 意 大 
利 数学 界 有 一 种 帮会 式 的 坏 风 气 ， 那 就 是 不 公开 研究 成 末 ， 只 
把 成 果 私 传 给 自己 的 亲信 弟子 ， 费 罗 把 此 公式 传授 给 他 的 得 总 
门生 费 奥 。1535 年 ， 意 大 利 另 一 位 有 名 数学 家 也 宣布 目 己 求 
得 了 三 次 方程 的 求 根 公 式 ， 因 为 这 位 数学 家 有 严重 的 口吃 病 ， 
在 意大利 语 当 中 ， 口 吃 的 音译 是 “ 塔 塔 利 亚 ”， 所 以 数学 史上 
称 这 位 数学 家 为 塔 塔 利 亚 ， 其 实 他 上 学 时 的 注册 名 字 叫 做 攻 
那 。 费 奥 则 宣称 塔 塔 利 亚 说 自己 获得 了 三 次 方程 求 根 公 式 纯 属 
欺骗 ， 双 方 居 枪 舌 剑 ， 最 后 费 奥 向 塔 塔 利 亚 下 了 战 表 ， 约 塔 塔 
利 亚 在 米兰 大 教堂 进行 公开 竞赛 ， 双 方 各 为 对 方 出 30 道 求解 
三 次 方程 的 挑战 试题 。 打 擂 的 结果 是 塔 塔 利 亚 大 获 全 胜 。 当 时 
正在 米兰 行医 的 外 科 神 医 卡 丹 那天 也 前 往 教 党 观战 ， 赛 后 卡 凡 
央求 塔 塔 利 亚 把 此 公式 告诉 自己 ， 遭 到 塔 塔 利 亚 的 回绝 。 
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卡 丹 是 16 进 纪 的 一 位 奇才 ， 百 科 全 书 式 的 伟大 学 者 ， 他 
是 意大利 家 喻 户 晓 的 外 科 圣 手 ， 手 到 病 除 的 神医 ，1$26 年 获 
波 尔 维 亚 大 学 医学 博士 学 位 ， 但 他 目 修 数学 成 就 非 然 ， 是 米兰 
大 学 的 数学 教授 。 他 首创 了 斑 疹 伤寒 这 种 当时 不 治之 镍 的 治疗 
方法 ， 他 的 医疗 方法 至 今 医学 界 仍 在 用 ; 他 在 机 械 方 面 友 明了 
各 发 达 国 家 沿用 至 今 的 “ 卡 丹 万 同 轴 万 ”， 史 学 家 评论 党 :“ 卡 
丹 天 赋 聪 慧 ， 既 有 才华 闪烁 的 想像 力 ， 又 能 刻 吾 治学 ; 既是 骏 
状 家 ， 又 是 一 位 多 才 多 艺 的 学 者 ; 距 是 几何 学 家 ， 义 是 代数 学 
家 ; 既是 天 文学 家 ， 又 是 星象 家 ; 既是 数学 家 ， 又 是 医学 家 ; 
既是 语言 学 家 ， 又 是 博物 学 家 。” 

卡 丹 见 塔 塔 利 亚 不 肯 轻 易 公 开 三 次 方程 求 根 公 式 ， 于 是 以 

贵族 的 名 义 给 塔 塔 利 亚 写 了 一 封 信 ， 约 塔 塔 利 亚 在 米兰 教 符 
相 会 有 要 事 相 告 ， 老 实 巴 交 的 塔 塔 利 亚 哪 知 是 诈 ， 便 准时 赴约 
去 见 这 位 贵族 大 人 ， 谁 知 一 见面 却 是 这 位 卡 丹 医生 ; 卡 丹 不 愧 
是 语言 学 家 ， 几 经 好 言 相 求 ， 又 对 天 发 拆 ， 只 要 塔 塔 利 亚 能 告 
知 三 次 方程 的 求 根 公 式 ， 卡 丹 保证 永 不 外 传 ， 且 可 人 免费 治愈 塔 
塔 利 亚 的 口吃 。 塔 塔 利 亚 于 是 便 结 结巴 巴 把 求解 公式 的 口诀 说 
给 卡 丹 听 。 回 家 之 后 ， 卡 丹 背 弃 自 己 的 垢 言 ， 把 塔 塔 利 亚 的 求 
根 公 式 在 卡 丹 的 名 著 《 数 学 大 典 》 中 公布 于 世 。 当 然 卡 丹 也 是 
一 条 好 汉 ， 他 认为 公布 比 不 公布 更 有 利于 数学 科学 的 进步 ， 而 
且 卡 丹 还 给 出 了 公式 的 严格 证 明 与 公式 同时 发 表 。 在 《数学 大 
典 》 中 卡 丹 充分 肯定 了 塔 塔 利 亚 的 首创 权 和 塔 塔 利 亚 的 才能 。 
在 该 书 中 卡 丹 写 道 : “我 的 朋友 塔 搭 利 亚 享 有 如 此 优异 的 、 缀 
妙 的 、 超 人 的 聪明 和 人 类 精神 的 全 部 才能 的 这 样 一 种 发 明 的 来 
誉 。 这 一 发 现实 在 是 天 赋 ， 这 样 里 越 的 公式 是 他 天 赋 的 智 闻 之 
力量 ， 对 他 来 说 ， 真 是 任何 目标 都 不 能 认为 是 不 可 能 达到 的 。 
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数学 史上 有 人 认为 卡 丹 在 三 次 方程 求 根 公 式 上 “ 消 名 钓 
省 "， 事 实 上 ， 卡 丹 的 做 法 除了 没有 遵守 自己 向 塔 塔 利 亚 “ 不 
外 传 ”的 许愿 之 外 ， 再 没有 什么 可 以 指责 的 ， 他 已 经 认真 地 宣 
布 公式 的 首创 权 属 于 塔 塔 利 亚 ; 而 且 卡 丹 还 给 塔 塔 利 亚 的 公式 
外 写 了 严格 证 明 ( 培 培 利 亚当 时 未 给 出 证 明 )， 所 以 卡 丹 在 数 
学 史上 对 于 三 次 方程 求 根 公式 的 问世 是 有 大 功劳 的 ， 不 人 怪 现 代 
教科 书 上 都 把 三 次 方程 的 求 根 公式 称 为 “ 卡 丹 公 式 ”。 

卡 丹 是 数学 史上 虎 誉 参半 的 奇才 ， 他 是 一 位 律师 的 私 生 
子 ， 母 亲 是 一 个 疫 有 涵养 的 文 育 ， 卡 丹 童年 十 分 莫 苦 ， 经 常 受 
人 的 蚊 视 、 期 负 和 父母 的 诬 待 ， 使 得 他 性 情 怪 亿 ， 居 才 目 负 ， 
结交 社会 上 三 教 九 流 不 三 不 四 的 各 种 朋友 。 当 然 ， 这 也 有 有 利 
的 一 面 ， 例 如 他 的 朋友 当中 ， 有 不 少 是 赌 徒 ， 他 自己 也 是 。 
1663 年 ， 卡 丹 出 版 了 名 车 《赌博 论 )， 成 了 现代 博 奕 论 的 原始 
文献 ， 对 概率 论 的 建立 起 到 促进 作用 。 他 一 生 的 各 种 科学 论著 
200 多 种 ， 是 一 位 了 不 起 的 天 才 人 物 。 他 身上 有 不 少 毛 病 ， 可 
以 说 是 集 天 才 科 学 家 与 下 贱 无 赖 的 气质 于 一 身 的 怪 杰 ， 例 如 他 
在 《我 的 生平 》 一 书 中 宣称 他 通过 星象 观测 得 知 自 己 将 于 
1576 年 9 月 21 日 去 世 ， 结 果 那 一 天 他 真 的 死去 了 ; 有 人 说 他 
是 为 了 保全 星象 家 的 名 誉 而 自杀 。 还 有 一 次 ， 他 赌博 输 了 钱 ， 
发 脾气 用 手术 刀 把 儿子 的 耳 秒 割 掉 ， 波 尔 维 亚 大 学 校长 十 分 愤 
恨 他 这 种 不 趾 德 的 轩 行 ， 开 除了 他 教授 的 职务 。 

塔 塔 利 亚 和 卡 丹 等 建立 并 证 明 的 求 根 公式 如 下 

zz 十 pr 二 dg =0 (poE 了) 
的 三 个 根 为 
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EE 
EE 


其 中 w= 方 (-1+ivV3)。 
卡 丹 的 证 明 如 下 : 令 


4 
由 于 


(at+6) = 3ab(at6)+t+as+p’ 


et | 引 
orp oa-s 几 人 于 的]--， 
所 以 右 令 zl=a+b， 则 zi 满足 方程 zx3+ px +g=0 
例如 z -15z 一 4=0 的 三 个 根 为 (p= 一 15，g = -4) 
zi= J2+ VBI+ V2- /11 = V2+11i + Y2 -11 
= V(2+i5+V22 = 24+i+2 i=4 


z= (Qt) ) 1 


x3 = 210 Tt) 3 


如 果 | 名 | + | 刀 ] 是 负 的 ， 则 a 与 5 是 共 纯 复数 ， 又 w 与 & 
也 是 共 艺 复数 ， 所 以 这 时 必 三 个 实 根 ， 可 见 在 这 里 ， 不 能 再 像 
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过 去 一 样 ， 遇 到 负数 开平 方 ， 就 认为 它 无 意义 而 舍 去 ， 如 今 如 
果 舍 去 公式 中 如 V 二 121 这 种 量 ， 则 z3 - 15$z -4=0 的 三 个 实 
根 都 会 丢掉 ， 但 在 卡 丹 的 时 代 ， 人 们 还 没有 虚数 与 复数 的 概 
念 ， 卡 丹 真是 个 有 胆识 有 思想 的 人 ， 他 说 : “对 这 种 量 〈 指 负 
实数 开平 方 )》 进行 运算 ， 虽 感到 道德 上 的 折磨 ， 但 结果 总 是 令 
人 满意 的 。” 卡 丹 把 这 种 负 实数 开 平方 所 得 的 量 戏称 为 “ 详 辩 
量 ” 而 保留 下 来 。1637 年 ， 币 卡 儿 称 这 种 “诡辩 量 ”为 虚数 ， 
1801 年 高 斯 引入 符号 V -1=i， 把 量 a + VY 一 16 写成 a++ 记 ， 
称 为 复数 ， 挪 威 数学 家 韦 塞 尔 对 复数 a + i6 做 了 几何 解释 : 
在 xOy 坐标 系 中 ， 点 P 的 坐标 为 (ce，0)， 则 复数 表示 回 量 
OP。 至 此 数 系 的 家 谱 已 完成 ， 如 图 15-2。 
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尽管 卡 丹 已 声明 三 次 方程 是 塔 塔 利 亚 首 创 的 ， 但 塔 塔 利 亚 
对 于 卡 丹 不 遵守 在 米兰 教堂 两 人 订 下 的 不 外 传 公 式 的 君子 协定 
耿耿 于 怀 ， 说 了 不 少 难听 的 话 ， 得 理 不 化 人 。 卡 丹 的 女婿 费 拉 
里 忍无可忍 ， 约 塔 塔 利 亚 于 1548 年 8 月 10 日 在 米兰 大 教 党 摆 
数学 擂台 ， 当 天 赴 会 的 名 流 学 者 大 有 人 人 在， 盛况 空前 ， 络 采 有 
一 道 题 难 住 了 塔 塔 利 亚 。 

塔 塔 利 亚 一 生 坎 坷 不 幸 ，14959 年 出 生 于 一 个 赤 贫 家 蜂 。 
1512 年 ， 法 军 占 领 了 他 的 故乡 ， 法 国士 兵 砍 下 了 他 父亲 的 头 ， 
塔 塔 利 亚 的 头骨 也 被 法 国士 兵 的 军刀 臂 开 ， 差 点 死去 ， 他 母亲 
没 钱 为 他 治 伤 ， 只 能 用 舌头 酚 儿子 的 伤口 。 由 于 脑子 受伤， 所 
以 留 下 严重 口吃 的 残疾 。 但 塔 塔 利 亚 克服 了 贫穷 和 伤 病 的 晶 各 
困难 ， 成 长 为 一 个 很 有 学 问 的 数学 家 ， 他 在 意大利 各 城市 流浪 
着 ， 靠 传授 数学 和 科学 知识 为 生 ， 贫 病 交加 ，1557 年 死 于 威 
尼斯 。 

对 于 4 次 方程 cz4+ Bx?+ cr?+dz+e=0， 用 z=z 一 字 
(a 翅 0) 可 以 变 成 没有 3 次 项 的 4 次 方程 。 所 以 只 需 讨论 形 如 

Xi+ pr +grti+r=0 
的 4 次 方程 ， 把 它 改写 成 
rt+2pri+p = pr -gqr—-rti+p’ 

(zr +pY= pr -grtp  —r 

因此 对 任意 的 y， 
(z+p+y) = pr -grtp -r+2y(r tp)+t+y 
= (p+2y)z -grt+(p -r+2py+y) 
(15.2) 

我 们 选择 y， 使 得 上 式 右 端 成 为 关于 z 的 完全 平方 ， 这 只 需 
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da ~ 4(p+2y)(p*—-r+2pyt+y)=0 
这 是 一 个 关于 y 的 三 次 方程 ， 已 有 公式 可 以 解 得 y。 进 而 对 
(15.2) 式 开平 方 ， 得 到 两 个 关于 z 的 二 次 方程 ， 进 而 解 得 4 
个 根 之 1， 2， x1 X20 

上 述 这 套 作法 是 卡 丹 的 学 生 费 拉 里 首先 搞 出 的 ， 这 些 内 容 
写 入 了 了 卡 丹 的 《数学 大 典 》。 

至 此 已 经 可 以 用 系数 的 有 限 次 四 则 运算 和 根 式 运算 来 构 作 
公式 求 得 次 数 不 超 过 4 的 代数 方程 的 根 ， 一 个 严重 的 问题 是 不 
低 于 5 次 的 代数 方程 可 以 建立 此 类 求 根 公式 吗 ? 

1824 年 ， 挪 威 数学 家 阿 贝尔 发 表 论文 《高 于 四 次 的 一 般 
方程 的 代数 求解 不 可 能 性 的 证 明 》， 证 明了 五 次 以 上 的 代数 方 
程 一 般 不 能 指望 有 根 式 的 求解 公式 。 此 前 ， 法 国 大 数学 家 拉 格 
明日 已 经 感到 低 于 五 次 的 代数 方程 的 解法 不 能 推广 到 不 低 于 五 
次 的 一 般 代 数 方程 ， 他 也 曾 试图 证 明 这 一 点 ， 写 了 几 百 页 的 一 
篇 论文 ， 后 来 发 现 ， 他 的 证 明 是 错误 的 ! 拉 格 朗 日 十 分 局 丧 地 
说 :“ 这 个 问题 好 像 在 向 人 类 的 智慧 挑战 。” 由 此 可 见 这 个 问题 
的 难度 以 及 阿 贝 尔 这 位 青年 数学 家 的 功力 之 高 。 

阿 由 尔 〈1802 一 1829) 生 于 挪威 的 一 个 小 岛 ， 一 生 坎 坷 ， 
生活 在 饥 宕 交迫 之 中 ， 事 业 亦 极 不 顺利 。 例 如 他 把 关于 5 次 方 
程 不 可 解 的 论文 寄 给 当时 的 权威 高 斯 审阅 ， 根 本 没有 得 到 高 斯 
的 重视 。 当 年 他 只 是 个 22 岁 的 小 青年 ， 他 不 屈 不 挠 ， 到 德国 、 
意大利 和 法 国 去 作 学 术 旅 行 ， 访 问 数学 界 的 名 人 。 在 柏林 著名 
的 杂 忘 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》 上 发 表 论 文 22 篇 。 数 学 家 厄 
米 慎 蔽 : “ 阿 贝尔 文章 中 的 丰富 思想 可 以 使 数学 家 们 忙碌 500 
年 "， 这 话 真 让 他 说 着 了 ， 直 至 20 世纪 末 ， 数 学 家 们 还 在 研究 
阿 册 和 尔 的 理论 。 他 在 欧洲 各 国 找 不 到 工作 ，1827 年 返回 家 乡 ， 
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第 十 五 回 他 三 次 方程 南 剧 获得 公式 解 ”神医 卡 丹 内 次 难 使 诡 辩 量 


由 于 奔波 劳累 、 事 业 不 顺利 和 生活 条 件 太 差 ， 已 是 百 病 缠身 ， 
1829 年 在 饥寒 中 悲凉 地 去 世 了 ， 亡 年 仅 26 岁 ， 未 成 家 。 去 世 
3 天 之 后 ， 一 封 聘 书 寄 给 了 阿 贝尔 : “尊敬 的 阿 贝尔 先生 : 本 
校 聘请 您 为 数学 教授 ， 望 万 缴 推辞 为 幸 ， 柏 林 大 学 校长 ”这 
时 ， 阿 贝尔 这 位 数学 史上 的 天 才 少 年 ， 已 如 数学 天 空中 闪电 般 
的 流星 ， 发 射出 灿烂 的 异彩 之 后 ， 从 苍 容 中 消失 了 。 

阿 册 尔 只 是 证 明了 “一 般 的 ”高 于 4 次 的 代数 方程 没有 根 
式 解 ， 但 特殊 情形 还 是 可 以 解 的 ， 例 如 zlm -1=0， 则 有 100 
个 解 ， 其 中 有 两 个 实 根 YY1 = +1。 其 他 98 个 根 是 复数 ， 它 们 
代表 的 二 维 点 落 在 单位 圆周 等 分 成 100 份 的 各 分 点 ， 其 中 (1， 
0) 是 一 个 分 点 。 

法 国 数 学 家 伽 罗 瓦 〈1811 一 1832) 给 出 了 高 次 方程 可 以 用 
根 式 求解 的 充分 必要 条 件 。 在 伽 罗 瓦 的 工作 成 果 中 ， 首 创 了 近 
世代 数 的 深刻 理论 ， 从 此 代数 学 在 研究 的 对 象 、 内 容 和 方法 上 
都 发 生 了 划时代 的 本 质变 化 。 

伽 罗 瓦 的 父亲 忠厚 、 聪 敏 、 富 于 自由 主义 和 民主 思想 ， 曾 
任 布 拉 林 市 市 长 ， 后 受到 牧师 的 迫害 而 自杀 。1829 年 ， 何 罗 
岂 率 众 举行 反 政府 的 游行 示威 而 被 他 就 读 的 巴黎 高 等 师范 学 校 
开除 。1831 年 5 月 ， 在 一 次 宴会 上 ， 他 一 手 举 刀 一 手 举 杯 为 
上 任 即 施行 暴政 的 路 易 : 菲 利 普 国 王 “干杯 ”"， 只 见 伽 罗 瓦 手 起 
刀 落 ， 把 酒杯 拦腰 砍 碎 。 第 二 天 伽 罗 瓦 便 以 炉 动 谋杀 国王 绯 被 
捕 ， 释 放 后 又 聚众 游行 示威 ， 抗 议 暴 政 ， 再 次 被 捕 ， 判 处 9 个 
月 徒刑 ， 关 押 在 以 虐待 犯人 臭名 昭著 的 圣 佩 拉 吉 监狱 。 在 狱 
中 ， 他 急 受 饥寒 和 打 驾 ， 继 续 研 究 代数 学 ， 并 把 研究 结果 写成 
了 论文 多 往 。 伽 罗 瓦 是 数学 史上 最 突出 的 天 才 少 年 之 一 ， 他 读 
大 学 时 阅读 教授 指定 的 教材 ， 就 像 看 小 说 一 样 地 容易 ， 他 自学 
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当时 他 能 找到 的 大 数学 家 勒 让 德 、 雅 可 比 、 阿 贝尔 等 人 的 专 
著 ，17 岁 就 完成 了 关于 存在 根 式 解 的 充分 必要 条 件 的 里 程 碑 
式 的 论文 。 

1832 年 3 月 ， 伽 罗 瓦 在 狱 中 染 上 霜 乱 ， 生 命 科 人 危 ， 监 扩 
就 医 ， 在 医院 与 医院 院 长 的 女儿 相 恋 ， 可 恨 此 女 不 久 又 找 了 个 
“第 三 者 "， 伽 罗 瓦 出 狱 后 挑战 “第 三 者 "， 进 行 了 蕊 唐 的 决斗， 
他 一 介 书 生 ， 哪 里 是 那个 辣子 “第 三 者 ”的 对 手 ， 结 果 胸 部 中 
弹 ， 当 场 气 绝 身亡 ， 寿 终 之 年 仅仅 21 岁 ! 决斗 前 伽 罗 瓦 在 遗 
嘱 中 写 道 : “我 在 数学 方面 做 出 的 一 些 新 发 现 ， 有 些 是 关于 代 
数 方程 论 的 ， 有 些 是 关于 函数 的 ， 可 以 公开 请 雅 可 比 或 高 期， 
不 是 对 这 些 理论 的 正确 性 而 是 对 它们 的 重要 性 发 表意 见 ， 以 后 
我 希望 有 些 人 将 会 发 现 ， 把 这 些 东 西 注 解 出 来 是 有 答 的 。 

一 直到 20 世纪 末 ， 数 学 界 仍 在 继续 深入 研究 伽 罗 瓦 开 人 蚀 
的 理论 。 
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@ 第 十 六 回 
严刑 逼供 邵 利 略 ”违心 六 出 悔过 书 
死 不 性 改 剑 释 犯 “ 巧 手 发 明 刷 形 规 


17 世纪 初 ， 意 大 利 出 了 个 伟大 的 物理 和 天 文学 家 伽利略 
(1564 一 1642)， 他 生 于 比 防 ， 是 破产 贵族 之 子 。17 岁 去 比萨 
大 学 学 医 ， 他 看 到 学 校 礼 蔡 大 厅 中 的 吊灯 在 不 停 地 摆动 ， 他 连 
忙 措 到 目 己 的 脉搏 ， 同 时 数 着 吊灯 往复 的 次 数 ， 他 发 现 他 的 脉 
搏 每 跳 一 百 下 的 同时 ， 帅 灯 往 复 的 次 数 与 吊灯 被 拉 笠 的 角度 大 
小 元 天 ， 后 来 他 又 改变 吊灯 是 链 的 长 度 ， 发 现 摆 的 周期 与 吊 链 
的 长 度 有 关 ， 与 吊 链 长 度 的 平方 根 成 正比 ， 但 与 灯 的 重量 无 
关 。 从 此 他 对 物理 与 数学 发 生 了 兴趣 ， 他 的 同学 奚落 伽利略 
“被 数学 物理 鬼 迷 了 心 窗 "。 他 回 家 将 苦 误 求 父母 ， 父 母 终于 同 
意 他 改 学 数学 与 物理 ， 而 放 径 了 毕业 后 可 以 有 高 收入 的 医学 专 
业 。 

25 岁 ， 合 利 略 被 聘 为 比 陕 大 学 数学 教授 ， 在 任期 间 ， 他 
登 上 比 防 和 斜 塔 ， 当 着 全 校 同 学 和 老师 的 面 ， 把 两 个 铁 球 同时 放 
手 目 由 落下 ， 其 中 大 球 的 重量 是 小 球 的 10 倍 。 当 时 ， 连 最 权 
威 的 物理 学 教授 也 是 按 古 希腊 亚 里 士 多 德 的 观点 教授 学 生 : 重 
物 比 轻 物 沙 得 快 。 当 天 的 落 球 实验 伽利略 上 下 和 斜 塔 20 次 ， 每 
次 实验 的 结果 大 家 都 看 了 个 分 明 : 无 一 例外 地 是 两 球 同 时 落 
地 ， 当 天 伽利略 还 测 得 上 自由 落体 下 落 的 距离 与 下 落 时 间 的 平方 


成 正比 ， 后 来 写成 公式 h = 方 &t?。 比 萨 大 学 的 校长 和 教授 们 
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宁可 不 相信 亲眼 目睹 的 伽利略 的 实验 结果 ， 也 不 敢 怀 疑 亚 里 士 
多 德 的 错误 信和 条， 反而 指责 伽利略 搞 实 验 是 对 至 者 亚 里 士 多 德 
的 粗野 无 礼 和 离 经 叛 道 行为 ， 是 不 能 容 急 的 ， 于 是 下 令 于 
1591 年 开除 了 合 利 略 在 比萨 大 学 的 教授 职务 。 

1610 年 1 月 7 上 日， 伽利略 用 自己 发 明 制 作 的 天 文 望 远 镜 
发 现 了 绕 木 星 旋转 的 4 颗 了 卫星， 证 明了 哥 白 尼 所 说 的 小 星体 绕 
大 星体 转动 的 理论 。 伽 利 略 还 发 现 了 太阳 的 黑子 ， 这 些 发 现 明 
日 无 误 地 与 亚 里 士 多 德 主张 的 地 球 与 人 是 宇宙 中 心 ， 太 阳 没 有 
任何 瑕 瘟 的 诬 论 相对 抗 。1633 年 ， 伽 利 略 写 了 一 本 支持 哥 昌 
尼 学 说 的 著作 。 一 年 后 ， 人 若 利 略 被 扭 送 到 宗教 裁判 所 ， 凶 恶 的 
教徒 们 对 伽利略 这 位 百 病 缠身 的 老人 酷刑 找 问 ， 强 迫 他 在 “ 悔 
过 书 ” 上 签字 画 押 。 之 后 匣 利 略 的 书 被 列 入 禁书 目录 达 200 多 
年 。 俩 利 略 内 心 并 未 届 服 ， 他 目 言 和 目 语 地 说 : “地 球 现在 不 是 
仍 在 绕 着 太阳 转动 吗 ! ”1642 年 伽利略 在 软禁 中 悲惨 死去 ， 同 
年 ， 伟 大 的 科学 家 牛顿 诞生 。 伽 利 略 的 名 言 是 ; 

“在 科学 上 一 和 干 位 权威 也 抵 不 上 一 个 皇 贱 的 人 的 充分 论 
据 。” 

在 人 类 历史 上 ， 不 止 一 次 地 发 生 因 发 现 真 理 而 获 罪 的 现 
象 ， 是 可 尺 ， 台 不 可 外 ! 

伽利略 于 1597 年 发 明了 一 种 称 为 “扇形 圆规 ”的 制图 仪 
大 ， 见 图 16-1。 这 个 仪器 有 一 个 旋 轴 连接 在 一 起 的 两 个 臂 ， 每 
条 壁 上 从 轴 点 起 ， 均 匀 刻 度 了 1，2，3，…，10，…，n 用 这 
种 局 形 规 ， 可 以 做 出 平面 几何 的 不 少 作 图 题 。 

(1) 把 线段 & 等 分 。 


例如 已 知 线段 为 AB， 求 二 AB: 把 扇形 规 张 开 ， 平 放 在 
纸 上 ， 使 A 点 与 妃 点 恰 分 别 王 而 形 规 上 两 臂 旭 有 100 的 两 点 
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第 十 六 回 《2》 严刑 逼供 伽利略 ”违心 交 出 悔过 书 ” 死 不 悔改 保释 犯 “ 巧 手 发 明 扇形 规 


图 16-1 
重合 ， 用 钠 笔 在 两 辟 x 100 = 20 的 刻 点 处 的 纸 上 画 两 点 A”， 
B ， 则 线段 A'B' 即 为 所 求 。 


(2) 作 z， 满足 = 一， 其 中 a，65b5，c 是 已 知 的 自然 数 ,在 
书 形 圆规 的 一 臂 上 找到 刻度 a 与 bp， 在 另 一 辟 上 找到 刻度 <， 把 
刷 形 规 平 放 在 纸 上 ， 用 铅笔 在 纸 上 点 上 与 上 述 刻度 点 相 重 合 的 点 ， 
分 别 为 4，B，C， 作 CD//AB，0D 与 另 一 臂 的 内 侧 交 于 D， 则 
OD = x，O 是 规 的 轴 点 。 

(3) 用 局 形 规 解 存款 问题 ,例如 年 复 利 为 6%， 为 了 5 年 
后 购 关 一 幢 150 万 元 的 住房 ， 问 今年 应 存款 多 少 元 ? 

在 悄 形 规 两 辟 上 找到 100 和 106 刻度 ， 把 它 放 在 纸 上 张 
开 ， 使 得 两 个 106 点 相距 恰 为 150 (万 )， 则 两 个 100 间 的 长 
度 即 为 第 4 年 的 本 利和 ， 以 第 4 年 的 本 利和 代替 第 $ 年 本 利和 
的 角色 ， 同 样 过 程 可 以 找到 第 3 年 的 本 利和 ， 依 此 类 推 ， 可 得 
到 开始 存 入 的 钱 数 ， 见 图 16-2。 

有 兴趣 的 读者 可 以 用 两 条 木 条 自制 一 个 伽利略 扇形 规 ， 看 
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3 年 后 本 利和 


图 16-2 


看 它 还 能 帮 你 做 些 什么 事 。 

伽利略 这 个 人 是 一 位 有 “大 思想 ”的 科学 家 ， 从 下 面 他 提 
出 的 十 分 神奇 又 富 含 深刻 数学 思想 的 悖 论 中 可 以 欣赏 到 这 位 科 
学 大 师 的 思想 风格 。 : 

如 图 16-3， 一 个 小 圆 片 固定 在 大 圆 片上 成 同心 加 ， 大 圆周 
沿 直线 从 A ( 切 点 ) 深 到 B 切 点 ， 恰 好 深 了 一 图 ， 所 以 AB 
是 大 圆周 长 。 但 小 圆 也 转 了 一 周 ， 从 C 滚 到 DD; 这 么 一 来 ， 
这 两 个 不 等 半径 的 圆 的 周 长 忆 不 一 样 长 了 吗 ? 


图 16-3 
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第 十 六 回 《严刑 训 供 合 利 咯 “违心 交 出 悔过 书 死 不 悔改 保释 犯 巧 手 发 明 扇形 规 


AB 是 大 圆 的 周 长 ， 但 CD 的 长 不 是 小 圆 的 周 长 。 小 圆 圆 
周 上 的 点 与 CD 上 的 点 一 一 对 应 ， 但 一 一 对 应 的 点 组 成 的 两 条 
曲 ( 直 ) 线段 未 必 一 样 长 。 见 图 16-4。 事 实 上， 在 图 16-4 (a) 
中 ， 两 个 同心 图 通过 一 条 大 圆 的 半径 建立 了 两 圆周 上 点 的 一 一 
对 应 ， 例 如 C 与 C 是 对 应 点 ; 但 小 圆周 的 长 比 大 圆周 的 长 小 ; 
在 图 16-4 (b) 与 (c) 中 ， 通 过 射线 之 交点 建立 了 短线 段 与 长 


线段 之 间 点 的 一 一 对 应 ， 或 一 段 弧 AB 与 线段 AB 间 点 的 一 一 
对 应 ,但 AB' 的 长 比 4B 的 长 小 。 


图 16-4 

佑 利 略 真 聪 明 ， 他 故意 拿 出 这 个 悖 论 来 让 直觉 获 骗 我 们 。 
在 数学 乃至 所 有 科学 中 ， 直 觉 是 启发 发 明 创造 的 极其 宝贵 的 一 
种 功能 ， 但 也 要 小 心 可 能 上 直觉 的 当 ! 

舍利 略 殴 : 在 目 然 数 范围 ,平方 数 (例如 1，4，9，16 等 
等 ) 的 个 数 不 少 于 所 有 数 的 总 数 ， 这 是 因为 每 一 个 自然 数 都 会 
产生 目 己 的 一 个 独 有 的 平方 数 ， 另 一 方面 所 有 数 的 总 数 也 不 少 
于 平方 数 的 个 数 ， 于 是 自然 数 个 数 与 平方 数 一 样 多 ， 而 平方 数 
只 是 目 然 数 的 一 部 分 呀 ! 

必 的， 尽管 平方 数 只 是 自然 数 的 一 部 分 ， 但 自然 数 与 平方 
数 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 ， 直 觉 中 多 的 东西 可 以 与 直觉 中 少 
东西 之 间 建 立 一 一 对 应 。 如 果 按 有 限 集合 的 观念 ， 可 以 说 成 部 
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分 与 整个 一 样 多 ， 这 正 是 无 穷 集 的 神秘 之 处 。 有 限 与 无 穷 两 种 
“世界 ”有 本 质 的 区 别 ， 切 不 可 把 有 限 “ 世 界 ” 中 的 观念 硬 搬 
到 无 穷 “ 世 界 ” 里 去 用 。 
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第 十 七 回 


比方 才子 宠 养 介子 成 序列 
交 汶 那 揣 应 试 宫廷 得 满分 


中 世纪 的 意大利 数学 家 斐 波 那 契 是 文艺 复兴 前 夕 最 杰出 的 
数学 家 之 一 ， 生 于 比萨 ， 是 伽利略 的 “老乡 "。 其 父 是 一 位 富 
商 ， 斐 波 那 契 青少年 时 代 随 父 旅行 于 埃及 、 西 西里 、 希 腊 和 和 令 
利 亚 等 数学 科学 发 达 的 地 区 ， 吸 收 了 希腊 与 阿拉 伯 世 界 的 数学 
精髓 ， 著 有 《算盘 书 》( 也 译作 《 算 经 )) 和 《精华 》 等 脸 灾 人 
口 的 数学 经 典 名 著 ， 这 些 著作 当中 深刻 精彩 的 内 容 表 明 斐 波 那 
契 的 才智 超过 了 绝 大 多 数 同时 代 的 数学 家 。 在 《数学 聊斋 》 
( 王 树 禾 著 ， 科 学 出 版 社 ) 中 讨论 过 兔子 繁衍 形成 的 所 谓 斐 波 
那 契 序列 ， 是 数学 史上 的 杰作 之 一 ， 到 20 世纪 在 优选 法 中 派 
上 了 大 用 场 。 

《算盘 书 》 中 有 一 个 有 趣 的 “遗产 问题 ": “ 某 人 临 死 遗嘱 


说 .把 他 的 遗产 如 下 分 配 ， 给 长 子 一 个 金币 和 剩 下 的 十， 从 科 
余 的 金币 中 给 次 子 两 个 金币 和 余下 的 地 ;从 再 次 剩余 的 金币 中 
给 三 子 三 个 金币 和 余下 的 万， 如 此 继续 分 配 下 去 ， 每 个 儿子 比 
前 面 的 哥哥 多 得 1 个 金币 再 加 上 余下 的 诱 ， 到 最 后 一 个 儿子 得 
到 余下 的 全 部 ， 这 样 使 得 每 个 儿子 得 到 的 一 样 多 ， 问 此 老者 几 


个 儿子 ， 有 多少 金币 ?” 
此 题 在 欧洲 十 分 流行 ， 甚 至 连 大 数学 家 欧 拉 也 在 他 的 著作 
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中 研究 过 这 个 “遗产 问题 "。 
设 老者 共有 金币 x 枚 ， 每 个 儿子 得 到 的 金币 为 y 枚 ， 则 
大 儿子 得 到 y = T + 他， 二 儿子 得 到 > = 2 


| 
t+ 令 


xT—1 


1 + =2+ 


解 得 zx=36 ，y=6， 儿子 数 为 =6 

斐 波 那 契 在 《算盘 书 》 中 还 有 一 道 若 人 喜爱 的 趣 题 ， 称 为 
“ 摘 华 采 问 题 ”: 

“一 个 人 要 经 七 道门 进入 果园 ， 在 果园 里 他 摘 来 春 干 华 末 。 
离开 果园 时 ， 给 第 一 个 守门 人 一 半 蔷 果 加 一 个 ， 给 第 二 个 守门 
人 余下 的 一 半 加 一 个 ， 对 其 他 的 五 个 守门 人 也 依 此 赠送 苹 采 ， 
最 后 他 仅 带 了 一 只 苹果 离开 果园 。 试 问 这 位 摘 苹果 的 人 在 采 园 
里 一 共 摘 了 多 少 苹 果 ?” 

设 zx; 是 摘 苹 果 的 人 摘 得 苹果 出 果园 时 过 第 ; 道门 前 所 持 
有 的 苹果 ， 则 


TX; 一 本 + 1 = x41,i = 1,2,3,4,5,06,7,xs = 1 


( 摘 果 人 自己 的 家 门 是 第 八 个 门口 )， 则 
之 一 2( Xitl 十 1),1 一 1,2,3,4,5,6,7 
| (17.1) 
xgs=1 
zxg= 1, 得 x7 二 2(1+1)=4,， xXx6=2(4+1)= 10, 5 一 
2(10+1)=22, zx4=2(22+1)=46,， zx;3=2(46+1)= 94, 
z=2(94+1)=190，zi=2(190+1)= 382, 即 摘 果 人 摘 了 
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382 个 人 苹果， 绝 大 部 分 都 给 守门 人 送 了 “关税 ”"， 自 己 仅 拿 走 
一 个 。 
还 有 一 种 公式 解法 ， 式 (17.1) 的 解 为 
xz, = 3x28| 方 | -2 


令 i=1， 则 得 xz1=3x28| 二] -2=382。 
事实 上 ， 从 zi=2 (xzi+1+ 1) 可 得 Zit1= 方 一 1 可 以 
看 出 x 三 -2 是 一 个 解 ， 对 于 方程 x;+1 = 广 z; ， 不 难看 出 


zi=C| 二 | 是 解 ， 其 中 C 是 常数 ， 于 是 (17.1) 的 解 为 


廊 ; 二 Cc[1) -2,z = 1] 
从 而 1=C| 二 | -2， C=3x23 ， 故 得 解 
zi = 3x2| 二 | -2 (17.2) 
ZX1 = 382 
一 般 而 言 ， 对 于 方程 zy1 = ax;+65， 见 zi 三 了 一 是 一 个 


特 解 ，a 天 1 。 而 zi+1 = az 有 解 x; = Ca ， 其 中 C 是 待定 常 
数 ， Xi;+1 二 Qax; 十 b 的 解 形 如 


xX; = Ca' + 2 


1 一 aqa 


5 
C 由 已 知 条 件 定 出 ， 例 如 由 x1=a 定 出 C= 一 一 一 2-。 
用 公式 (17.2) 可 以 解决 过 10000 道门 的 相同 问题 ， 这 时 
车 不 用 公式 ， 而 用 一 道门 一 道门 地 递 推 则 太 繁 琐 了 ! 由 此 可 见 
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计算 时 ， 利 用 公式 的 重要 性 。 

德国 皇帝 弗 里 德里 希 二 世 早 闻 斐 波 那 契 有 数学 天 才 ， 一 日 
这 位 爱 才 的 开明 皇帝 把 斐 波 那 契 请 到 宫 中 ， 摆 宴 相 待 。 这 位 皇 
帝 酒 足 饭 饱 之 后 ， 拿 出 了 下 面 三 道 题 来 面试 斐 波 那 契 ， 

(1) 求 一 个 有 理 数 xz， 使 得 x*+5 与 x* 一 5 都 是 有 理 数 的 
平方 。 

(2) 求 三 次 方程 x+2z2+10z=20 的 根 。 

(3) 三 个 人 有 一 堆 钱 ， 他 们 分 别 占 有 方 ， 广 ， 右 。 每 个 人 
从 这 堆 钱币 中 取 一 些 钱 ， 直 到 拿 完 为 止 。 然 后 ， 第 一 个 人 归还 
他 取 的 二 ， 第 二 个 人 归还 他 取 的 却 ， 第 三 个 人 归还 他 取 的 二。 
当 这 样 归 还 的 总 数 平均 分 给 三 个 人 时 ， 发 现 每 个 人 所 有 的 钱 正 
好 是 他 们 各 自 应 占有 的 钱 数 。 试 问 原来 那 堆 钱 一 共 是 多 少 ? 每 
人 从 中 取 了 多 少 ? 

斐 波 那 契 即席 写 出 了 这 三 个 试题 的 答案 ， 赴 宴 君 臣 皆 惊叹 
不 已 ， 一 同 称 斐 波 那 契 为 老师 。 

41 41 1491 

问题 (1) 的 答案 是 型。 事实 上 | 人 | +5= | 区 | ， 
14112 /31)* 
6 -5=| 守 | 。 

对 于 第 二 个 问题 ， 斐 波 那 契 回答 说 此 方程 无 有 理 根 ， 不 能 
用 圆规 直 尺 作出 它 的 根 。 事 实 上 ， 令 xz =z 一 生 ， 则 


3 
= -| +2 = -三 | +10 = 一 艺 一 20 
和 
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3 20 704_ 
2 二 3 37 二 (0 


此 方程 是 一 般 二 次 方程 zx3 + pz +o=0 的 特例 ， 此 处 p = 2, 


人 一 -2 代入 卡 丹 公式 ， 


2 3 2 3 
一 
2 3 2 3 
ERE 
a 与 5 千 实 数 ， 但 不 是 有 理 数 ， 故 此 方程 无 有 理 根 ， 所 以 它 的 
根 不 可 用 规 尺 作出 。 
裴 波 那 契 在 他 的 名 著 《 精 华 》 中 给 出 这 个 方程 的 近似 根 
zx 人 1.3688081075， 求 此 近似 值 要 对 实数 开平 方 与 开 立 方 ， 可 
见 裴 波 那 契 算术 手段 之 高 明 ， 居 然 求 得 小 数 点 后 第 10 位 数字 。 
对 于 第 三 试题 ， 设 总 钱 数 是 ww， 甲 拿 走 x， 乙 拿 走 y， 丙 
拿 走 z， 则 


X+y+= ww 

中 亚 + 学 + 晤 + 至 -去 
中 可 + 学 + 是 学 = 二 
苇子 + 当 + 放 + 等 = 者 


这 和 是 一 个 不 定 方程 组 ， 斐 波 那 契 交 给 皇帝 的 答案 是 甲 拿 走 33， 
乙 拿 走 13， 丙 拿 走 1， 总 钱 数 是 47。 

洋流 那 契 还 讨论 了 下 面 有 趣 的 问题 ， 一 对 兔子 每 月 生 一 对 
免 子 ， 一 对 新 生 的 兔子 从 第 二 月 起 又 开始 生 一 对 兔子 ， 则 得 到 
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下 面 的 兔子 对 序列 . 
1, 1, 2, 3, 3, 8, TV， 并 十 y 
这 个 序列 有 许多 奇妙 的 数学 性 质 ， 
(1) 满足 递 推 公式 
fl(n)= f(n—-1)+f(n ~- 2), 
f(0) = f(1) = 1,n = 2,3,… 
这 种 递 推 关 系 韭 波 那 契 在 “ 摘 苹果 问题 ”中 就 站 研究 过 了 。 
(2) fln+1)f(n -1)=[f(n) +(—1)", n>2 
用 数学 归纳 法 证 明之 ， 可 以 验证 ，n =2 时 ， 公 式 (2) 成 
立 ， 假设 n=& 时 (2) 成立 则 n=&+1 时 ， 
flk+2)f(k)= [fl(R+1)+ F(R)IF ER) 
= f(k+1)f(k) + [fC(k)Y 
由 归纳 法 假设 
fkR+2)FC(R)= fl + 1)fFOR) + [ACR + FR -1)-(-1)°] 
= fl(k + EFCE) + flR 1) +(— 1" 
= f(k+1)f(k+1)+(— 1)*+ 
= [f(gk +1)] + (~ 1)**! 
由 归纳 法 知 (2) 成 立 。 
(3) f(n) 与 f(n+1) 没 有 非 1 的 公约 数 ， 即 f(n) 与 
f(n +1) 互 素 
事实 上 由 (2),，f(n+1)f(n -1)=[f(n) T+(-1)", 
若 f(n) 与 f(n +1) 有 公 因 数 w>1， 则 
Ps. - Dp -1) = A + 


<] 


上 式 左 端 是 整数 ， 而 右 端 -全 (是 整数 ，0< 
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所 以 上 式 不 能 成 立 ， 矛 盾 ， 夏 Fa +1) 与 f(n) 互 素 


由 《数学 聊 裔 》 组 合 篇 第 4 市 知 
45) 
2 


» 1i1+V5 
fln) 1 大 
于 是 
1/1+V5 1 
lim aA = lim < V5 < 
~ fl(n-1) a 区 1 £13) 
/5' 2 /JS 2 
1+VS 11 一 VS [555| 
= lim < 1 +y5 < 
-oa /15)" 
1+V5 
1+Y5 [1-y5) 
= lim (S115-1 1 +V5 
1 -VS5| 
1 +VS 
1+V5 
”2 


-2 /5—1 0 .618, 在 长 1 的 线段 上 ， 


f(n—1) 
了 AD fl(n) 1+v5 2 
距 端 点 .5 二 1 的 点 正 是 此 线段 的 黄金 分 割 点 ， 见 图 17-1 


=1x (1-z)， 即 z+z=-1=0 的 正 根 恰 为 
”一 1+VS 
和 2 


在 图 17-1 中 AP= 2 二 1， 忆 点 关于 AB 中 点 O 的 对 称 点 P 风 
是 4P 的 黄金 分 割 氮 。 


事实 上 ， Nm- 


是 AP 黄金 分 割 上 o 文正 是 优选 法 中 “对 折 法 ” 数学 
据 。 

上 面 的 讨论 得 到 的 绪论 是 : 在 PP 是 线段 AB 的 黄金 分 割 

则 P 点 关于 AB 中 点 的 对 称 点 已 是 AP 的 黄金 分 割 点 ， 其 
中 已 点 在 AP 内， 同时， 已 是 BP 的 黄金 分 割 点 ; 即 得 到 一 线 
段 的 黄金 分 割 点 之 后 ， 用 对 折 法 可 以 得 出 被 黄金 分 割 点 分 出 的 
较 长 的 那 部 分 线段 的 黄金 分 割 点 ( 它 就 是 对 折 时 与 上 一 代 黄 金 
分 割 点 重合 的 那个 点 )， 把 原 线段 从 这 两 个 黄金 分 割 之 一 处 航 
掉 较 短 的 一 段 ， 再 用 对 折 的 方法 可 以 得 到 第 三 代 黄 金 分 割 点 ， 
以 至 无 穷 次 对 折 ， 每 次 组 可 得 到 一 条 较 长 线段 的 黄金 分 割 点 
这 就 是 黄金 分 割 点 的 “对 折 繁 殖 法 ”。 

诸如 辈 波 那 契 弄 出 的 这 种 “ 钢 子 序列 ”， 从 13 世纪 到 20 
世纪 通 遥 800 年 ， 谁 能 料 到 这 么 一 个 数学 游戏 竟然 派 上 了 大 用 
场 ， 在 现代 优选 法 当中 大 显 神通 。 不 宜 不 分 青 红 时 白地 瞧不起 
数学 游戏 或 趣味 数学 中 的 问题 ， 说 不 定 哪 一 道 题 日 后 会 有 重要 
用 处 。 
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〇 第 十 八 回 
给 我 两 个 互 桑 目 然 数 
述 君 一 榴 正 尾 多 边 形 


很 多 国家 的 国旗 上 都 有 五 角 星 ， 因 为 五 角 星 端庄 秀丽 。 五 
角 星 是 把 圆周 等 分 成 五 等 份 ， 从 某 一 分 点 出 发 ， 每 过 两 段 弧 在 
分 点 间 连 一 弦 画 出 的 。 让 我 们 把 这 种 画 法 推广 : 任 取 上 自然 数 
n>3, 再 任 取 自然 数 与 4 互 素 ， 即 是 既 约 分 数 ， 且 n >&; 
把 圆周 ”等 分 ， 从 某 分 点 起 ， 按 顺 时 针 〈 闭 时 针 也 可 ) 方向 
把 各 分 点 与 其 后 面 第 & 个 分 点 间 连 一 纺 ， 如 此 得 到 的 封闭 直 
线形 叫做 一 个 (”,&)- 正 星 多 边 形 ， 也 称 为 正 n 角 星 。 例 如 五 
角 星 就 是 ($,2)- 正 星 多 边 形 ， 这 种 正 星 多 边 形 有 ”个 角 ， 每 个 
角度 数 一 样 ， 且 是 “一 笔画 ”成 的 一 颗 漂 亮 的 星 ， 见 图 18-1。 

(2，1) - 正 星 多 边 形 就 是 圆 的 内 接 正 ” 边 形 。 

显然 ， 在 同一 个 圆 中 (n,)- 正 星 多 边 形 与 (n,n 一 &)- 上 上 
星 多 边 形 是 全 等 形 。 

如 果 nn 与 & 不 互 素 ， 则 可 能 不 存在 (n,&)- 正 星 多 边 形 ， 
例如 (6,2)- 正 星 多 边 形 不 存在 ， 在 图 18-2 中 ， 从 1，2，3，4， 
5，6 这 六 个 圆周 的 等 分 点 的 任 一 点 (不妨 认为 是 1) 出 发 ， 沿 
圆周 每 走 两 段 弧 画 一 弦 ， 只 能 得 到 正三 角形 ， 不 是 一 个 有 6 个 
角 一 笔画 的 封闭 图 形 ， 而 沿 圆周 每 隔 三 段 弧 画 一 弦 则 只 能 画 出 
直径 ! 

我 们 从 图 18-1 发 现 : ($S，2)，(7，2)，(7，3)，(8，3)， 
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SOPe 


(5 2) 星 (7, 2 }) 星 


(11，2) 星 (11，3) 星 (11, 44) 是 (11,5 ) 星 
图 18-1 
|! 
2 
6 
5 3 
4 
图 18-2 


(9, 2), (9, 4), (10, 3), (11, 2), (11, 3), (11, 4), (11, 5) 
都 是 互 素数 对 。 事 实 上 ， 和 在 n 与 & 是 互 罕 数 对 时 , 则 存在 
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(n, 上 上 )- 正 性 多 边 形 。 这 是 因为 这 时 nk 是 与 & 的 最 小 公信 
数 ， 所 以 从 一 点 出 发 沿 圆 周 每 步 走 过 有 & 段 弧 走 & 圈 一 定 会 回 到 
出 发 点 ， 又 不 会 发 生 走 r < 圈 就 重复 “落脚 ”的 现象 ， 不 然 
rn 不 但 是 nn 的 倍数 而 且 是 & 的 倍数 ， 即 rn 是 wn， 上 的 公 借 数 ， 
又 rn< 达 kn， 与 kn 是 最 小 公 倍 数 相 违 。 可 见 从 一 点 出 发 每 步 
走 过 有 段 珀 走 & 圈 恰 在 每 个 分 点 落脚 一 次 又 回 到 出 发 点 ， 即 男 
了 一 个 (n, 上 )- 正 星 多 边 形 。 

由 上 述 道 理 ， 可 以 得 知 : 右 n >2 是 素数 ， 则 1，2， 
3，…,n 一 1 都 与 n 互 素 ， 所 以 有 n 一 1 个 个 项 的 正 星 多 边 


形 ， 但 其 中 只 有 一 半 是 两 两 各 异 的 ， 所 以 有 * 了 个 n 顶 正 星 
多 边 形 。 

如 果 #$(n) 表 示 比 自然 数 a 小 的 与 a 互 素 的 自然 数 的 个 数 ， 
则 有 外 开 个 正 a 角 星 。 这 是 因为 每 个 与 互 素 的 比 小 的 自 
然 数 & 丝 存 有 一 个 (n，k) - 正 n 角 星 ， 而 与 nn 互 素 ， 则 
n 一 上 与 n 让 互 素 ， 而 (n,k)- 正 n 角 星 与 (n,n 一 k)- 正 n 角 星 
全 等 。 

因为 (n, 背 )- 正 nn 角 星 的 一 个 顶 角 对 的 弧 是 圆周 的 二， 


所 以 这 个 圆周 角 是 二 全” 了 = 也 一 全 180"，(n,)- 正 n 角 星 


nn 2 


共有 nn 个 角 ， 所 以 各 角度 数 之 和 为 (n 2k) 180'。 
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O 〇 第 十 九 回 
肾 华 广场 奶 求 地 面 别 至 
美丽 石 砖 讲究 边 和 朋 适 友 


大 到 市 府 广场 ， 小 到 家 居 装 修 ， 地 面 用 大 理 石 等 高 级 石材 
或 各 色 瓷 砖 镶 民 ， 为 了 使 得 地 面 别致， 目前 已 经 不 限于 用 正方 
形 来 铺 装 了 。 
如 果 要 求 把 全 等 正 多 边 形 的 角 顶 在 一 个 点 上 ， 因 为 每 个 正 
n 边 形 的 一 个 内 角 为 包 二 2 8 ， 所 以 在 一 个 点 处 铺 放 的 正 
多 边 形 的 个 数 z 应 满足 
~ (n ~ 2)180° _ sop 


n 


解 得 z=2+ 一 5， 为 使 z 是 正 整数 ，n 只 能 取 n=3，zx3- 
6; n= 二 4，Xx4 二 4; n= 二 6，xze 二 3。 即 可 以 用 全 等 正三 角形 或 
全 等 正四 边 形 或 全 等 正六 边 形 铺 地 ， 这 正 是 我 们 最 常 看 到 的 装 


修 方式 ， 网 图 19-1 O 


N=3 n=—4 
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如 果 用 全 等 正 多 边 形 铺 地 ， 且 把 一 些 多 边 形 的 共同 顶点 顶 
Tn 0 
足 方程 x: T=1+ 7 7， 工 是 目 然 数 ， 所 以 
只 有 7 三 3, Xx3= 二 3;n 三 4, 工 三 _ 两 种 ”入 用 正二 角形 态 一 种 
用 正方 形 砖 ， 见 图 19-2。 


A/\V\V\ [I 
NAVAVAVAY, 


19-2 
如 果 用 两 种 正三 角形 铺 地 ， 大 三 角形 边 长 是 小 三 角形 边 长 
的 2 倍 ， 则 铺 地 方式 如 图 19-3， 相 同 边 长 的 两 三 角形 边 至 多 有 
一 个 公共 点 。 
如 果 用 两 种 正方 形 铺 地 ， 大 正方 形 的 边 长 是 小 正方 形 边 长 
的 2 倍 ， 旦 要求 同样 大 的 正方 形 边 不 重合 ， 则 铺 地 方式 见 图 
19-4。 


19-3 19-4 
如 果 用 边 长 相等 的 正三 角形 与 正六 边 形 铺 地 ， 且 同 种 多 边 
形 也 不 重合 ， 则 铺 地 方式 如 图 19-5 所 示 。 
如 果 用 边 长 相等 的 正三 角形 与 正 十 二 边 形 铺 地 ， 且 同 种 多 
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边 形 边 可 复合 ， 则 铺 地 方式 如 图 19-6。 

如 采用 边 长 相等 的 正方 形 与 正八 边 形 
铺 地 ， 相 同 的 多 边 形 边 可 以 重合 ， 则 铺 地 
方式 如 图 19-7。 


图 19-6 


图 19-7 


如 果 铺 地 砖 时 ， 每 个 顶点 有 三 种 正 多 边 形 拼 成 ， 这 三 种 正 
多 边 形 分 别 有 边 p 条 ，g 条 和 + 条 ， 则 
1,11_1 
p 和 gq 和 ~ 2 
事实 上 ， 正 p 边 形 的 每 个 内 角 为 >< 180"， 于 是 
(p —2)180° | (g ~ 2)180° | (7 ~ 2)180° _ ,op 
六 


Pp gq 
Ps,474,r-2.), 
Pp 4 7 
3 -2 + 一 + 一 |=2 


所 以 
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力 =4，q=6，7r=12 是 这 个 方程 的 一 组 解 ， 用 正方 形 、 正 六 
边 形 和 正 十 二 边 形 铺 地 如 图 19-8 所 示 。 
建筑 装修 工程 虽 不 是 什么 
尖 湛 科学 技术 ， 但 其 中 包含 的 
数学 内 容 却 是 如 此 之 丰富 多 彩 | 
既 需 要 严密 推理 计算 ， 又 需要 
有 灵巧 的 动手 操作 能 力 。 


图 19-8 
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第 十 八 回 我 们 谈 到 当 2” 与 & 互 素 时 ， 和 存在 一 个 (n,&)- 下 n 
角 星 ， 其 中 <n。 阁 记 比 n 小 的 与 n 互 素 的 目 然 数 的 个 数 为 


$(nn), 则 正 n 角 星 有 方 $(n) 个 。 称 $(n) 为 欧 拉 函 数 。 欧 拉 欧 
数 有 许多 奇妙 的 性 质 。 确 定 欧 拉 函数 值 是 数学 中 的 难题 之 一 ， 
对 于 较 大 的 数 n， 十 分 麻烦 。 困 难 的 症结 在 于 没有 一 个 有 章 可 
循 的 在 合理 的 时 间 内 可 以 完成 的 求 $(n ) 的 算法 。 对 比较 小 的 
n， 可 以 求 得 $(n): 

$2)=1, $(3)=2, $(4)=2, $(5)=4, $(6)=2, 
$(7)=6, $(8)=4,$(9)=6, $(10)=4, $(11)= 10, 
$(12)=4, …, $(42)=12 

以 8 (42) = 12 为 例 , 在 1, 2, 3, ,5, ,7, 2, 
9, 1, 11, 2, 13, 14, 15, 6, 17, 1&, 19, 20, 21, 2%Z, 
23，24,，25，26, 27,，28，29，26,31， 衣 ，33，2M，35，26， 
37， 店 ，39， 弛 ，41 中 ， 先 划 去 偶数 ， 因 为 42 是 偶数 ， 它 与 
偶数 不 是 互 素 的 ; 又 42=2Xx3x7， 把 能 被 3 除 尽 的 数 划 去 
(上 面 画 了 一 ); 把 能 被 7 除 尽 的 数 划 去 (下 面 划 了 一 )。 剩 下 
的 数 有 12 个 :; 

1，5$，11，13，17，19，23，25，29，31，37，41 
如 此 得 出 8(42)=12。 
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42 还 好 ， 比 较 容 易 分 解 因数 ， 一 般 地 自然 数 2 = pr1p2… 
pr”"， 但 求 pj，p2，…，p; 谈何容易 ， 所 以 求 $(n ) 也 就 相应 
地 很 难 了 。 

一 个 平 几 的 情形 是 n 是 素数 有 旦 是 已 知 的 ， 则 $(p)= 
pp 一 1， 即 1，2，…，p 一 1 皆 与 p 互 素 。 

如 琳 已 知 n= pp 多 … pr ， 且 Pi1，p2…，p; 互 素 ， 则 


j= 


这 可 以 用 $8(42) = 12 来 验证 : 42=2x3x7， 即 pj =2，p, = 
3, p3=7, n=42, 于 是 


$(42) = 42|1 -二 ||1- 寺 ||1- 了 | = 了 2 


事实 上 $mim2) = $m) $m, )， 其 中 m1 与 ms 互 
素 ， 所 以 
p(n) = ppL) GPP) pp) 
$(ph)=? 与 2 不 互 素 且 不 大 于 ph 的 自然 数 为 pl/，2pj， 
3p1) 四 pl pi, 一 共 p 和 “个 ， 所 以 从 1 到 pi 与 p91 互 
素 的 自然 数 个 数 为 次 -站 -= ph| 1- 二 | 。 由 此 知 %( 区 ) = 
站 1 * 
好 | 1 二 |， 进而 
f= 车 开 革 -1 
— A Cy hy 1 _1 加 上 
= ph pg ps1 |1 | 1 | 
了 了 | (3 工 
male 辣 1 | 
即 公 式 (20.1) 成 立 。 
用 公式 (20.1) 可 以 计算 一 些 较 小 的 n 的 $(n)， 而 不 必 


— 谨 
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像 上 面 那 样 用 逐个 审查 划 掉 一 些 不 互 素 的 数 的 条 法 子 了 。 例 如 
$(360)=? 

360=23x3 x5， 用 公式 (20.1) 中 符号 ，p1 = 2，p2 = 
3，p3=5 (al=3，au=2，ous=1)， 于 是 


#(360)= 360| 1 -于 || 1- 二 ||1- 二 | 
= 360x 方 X 气 x 气 
= 96 


即 在 1 到 359 这 359 个 自然 数 当 中 ， 与 360 互 素 的 有 96 个 。 

欧 拉 函数 上 (n) 的 一 个 非 平 几 的 性 质 是 ; 大 nn 与 m 互 
素 ， 则 mw? 人 被 n 除 一 定 余 1， 其 中 >1, nn 与 m 和 皆 目 然 数 。 
例如 

m= 二 2，n 二 9， 则 mm 与 n 互 宗 ， 且 zf) = 27(9) = 20 = 
64，64=9 商 7 余 1。 

m 二 3，n = 二 8， 则 x 与 n 互 素 ， 量 mn) = 398) = 34 = 
81，81-8 余 1。 

m= 二 4，n 二 7， 则 x 与 n 互 取 ， 且 m’'") = 40 = 4096, 
4096 二 7 商 585 余 1。 

m= 二 S$， 7 =6 则 7 与 2 互 素 ， 且 1782) = S51(6) 一 全 = 
25，25 二 6 余 1。 

m 二 6,，n = 二 $5， 则 mx 与 n 互 素 ， 且 mn) 一 615) = 64 = 
1296，1296 二 5 商 259 余 1。 

m= 二 7，n= 二 4， 则 x 与 n 互 素 ,是 m= 774 一 7 一 
49，49 二 4 余 1。 

m=8，n 二 3， 则 mm 与 nn 互 素 ， 且 ml =8 9) =8 = 
64，64 二 3 余 1。 
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m 二 9，n 三 2， 则 ma 与 n 互 素 ,， 目 m?(”)=972=91=9， 
9=2 余 1。 

事实 上 ， 设 r1，r，，…，rg(n) 是 小 于 n 的 与 n 互 素 的 自 
然 数 ， 则 当 上 自然数 mx 与 4 互 素 时 ，mri，mr2，…，mrg(n) 分 
别 锌 ”来 除 的 余数 集合 一 定 是 1r1，r，，…，rgcn)1}， 这 是 因 
为 若 mr; 被 n 除 余 g; 时 ， 则 mr;= kn + g;， 由 于 mm 与 +; 与 n 


互 素 ， 所 以 2 = “四 于是 既 约 分 数 ， 于 是 生 是 既 约 分 数 ， 
gi€ Tri， rz ，7g(n)j。 叉 mr; 被 n 除 余 g;， 则 mr; = k2n 
+ gq;, 1]; Mi M7 =n(ki—k2)+(g;— gq;), 右 qi = g;， 
则 (ri 一 rj)=n(k1 一 k2) 关 0 ， 由 于 mm，r;，r; 和 皆 与 2 互 素 ， 


mi 万 都 比 a 小 ， 于 是 思 一 二 是 既 约 分 数 ， 而 区 名 一 名) 
个 征 既 约 分 数 ， 矛 盾 。 至 此 知 mxr1，mr2，…，mrs(n) 被 nn 除 
会 产生 (nn) 个 相 异 余数 ， 它 们 皆 属 于 {rl, rf2, "7, rg(n)}o 
从 而 rir2'** rg(n) (mr1) (mr2) … (Mrg(n) ) 一 Mm yy 
7 被 n 际 的 余数 一 样 ， 进 而 py rpg) 一 ir2… ryen) 
=[Lmf 下 一 1jrir2z…rg(n) 可 被 nn 除 尽 。 又 2，…， rg 
第 与 n 互 素 ， 故 m1 可 被 n 除 尽 ， 即 m?(") 被 n 除 余 1。 

由 这 一 性 质 可 以 推导 出 著名 的 “ 费 马 小 定理 ”， 

右 妨 是 素数 ， 则 对 任何 自然 数 mmx，m? 与 m 被 bp 除 余数 
一 致 。 

捉 实 上 ，$(p)=p 一 1， 所 以 gp) = mt-1， 于 是 mp 
饭 p 际 余 1， 进 而 mm?"1= m? 被 p 除 与 m 被 p 除 余数 一 
致 。 

费 马 还 提出 了 一 个 闻名 遐 偿 的 “ 费 马 大 定理 ”"。 这 个 “大 
定理 ”相对 于 “ 费 马 小 定理 ”， 其 证 明 的 难度 确实 大 了 很 多 。 
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费 马 大 定理 如 下 : 

满足 方程 x" + y* = x”(n >2) 的 正 整数 解 (zx, y, z) 不 存 
在 。 

为 证 明 费 马 大 定理 ， 只 需 证 明 对 大 于 2 的 素数 n， 方 程 
Xx"+y = 不 存在 正 整 数 解 ; 事实 上 ， 若 n 宇 6 不 是 素数 ， 
n= 二 ni"n2, 其 中 ns 是 大 于 2 的 素数 ， 则 方程 变 成 ( x"1) "++ 
(yn) w= 二 ( z"1) 2， 如 果 能 对 一 切 大 于 2 的 素数 证 明 费 马 大 年 
理 成 立 ， 而 有 一 个 n 之 6 不 是 素数 ， 对 于 这 个 n，Xx”+ 二 之 ” 
却 存在 正 整 数 解 ， 则 zz?， 多 1， xz 是 方程 xz + oz = rw 的 正 
整数 解 ， 即 对 于 素数 n = n>>2， 费 马 大 定理 的 结论 不 成 立 ， 
与 对 一 切 大 于 2 的 素数 费 马 大 定理 成 立 相 违 ， 故 这 时 对 一 切 大 
于 2 的 自然 数 n， 只 要 证 明了 n>>2 是 素数 的 情形 ， 则 证 出 了 
费 马 定 理 。 

对 于 n =4 的 情形 ， 考 虚 边 为 a = 2mn，5。 = m? 一 n”, 


= m?+n? 的 直角 三 角形 ， 它 的 面积 为 A= 方 ab = mn (m? 


— n’)。 今 17? 二 mn， y =， X14— y= x’, 则 


A= zx?2y (zx4— y4) = x yz? 

所 以 如 果 x“ 一 人 = z? 有 正 整 数 解 之，y， >， 则 存在 面积 为 平 
方 数 (yz 的 直角 三 角形 。 但 1770 年 拉 格 明日 证 明 出 : 

边 长 为 整数 的 直角 三 角形 面积 不 是 平方 数 。 
所 以 z4 一 只 = 和 没有 正 整 数 解 ， 如 果 有 正 整 数 x，wv，z 满足 
方程 z+ + v4 二 xz*， 则 

4 _ 274 — (zx) 

有 正 整 数 解 ， 于 是 x4 一 y= x? 有 正 整 数 解 ， 矛 盾 。 至 此 证 明 
了 n=4 的 情形 费 马 大 定理 成 六。 
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他 股 定理 本 是 几何 问题 ， 它 却 用 来 证 明 非 几何 的 费 马 大 定 
理 (n =4 时 的 情形 )， 数 学 科学 是 一 个 整体 ， 把 自己 局 限 在 一 
个 狭 军 分 支 之 内 ， 对 别 的 分 支 的 知识 知之 其 寒 ， 不 会 在 数学 上 
有 太 大 作为 。 

费 马 大 定理 最 终于 1994 年 由 英国 大 数学 家 维尔 斯 证 出 。 

费 号 大 定理 的 一 个 用 场 是 证 明 下 面 的 命题 ， 曲 线 x*+ 入 
=1 (2 >2， 目 然 效 ) 上 际 与 坐标 轴 之 交点 外 ， 不 存在 有 理 坐 
标的 点 。 


事实 上 ， 夺 有 理 坐 标点 
其 中 4a4，65，c，4d 是 整数 ， 则 


EE) +f = Cad)"+ (06)" = (0d) 


此 与 费 马 大 定理 相 违 。 

费 马 (1601 一 166$) 被 称 为 “业余 数学 之 王 ”， 他 是 一 个 
及 旱 商 的 儿子 ， 在 大 学 学 的 是 法 律 专业 ， 毕 业 后 以 律师 为 业 ， 
成 了 一 位 社会 活动 家 ， 议 会 议员 ， 他 廉洁 奉公 ， 性 格 内 向 ， 谦 
过 文雅 ， 敏 于 思 而 慎 于 言 ， 和 哲学 家 笛 卡 儿 是 莫 首 之 交 。 他 利 
用 业余 时 间 锁 研 数 学 ， 在 微 积分 、 解 析 几 何 、 概 率 论 和 数论 等 
方面 都 做 出 了 重大 的 开创 性 贡献 ， 和 笛 卡 儿 几 乎 同时 独立 地 创 
六 了 解析 几何 。1637 年 ， 费 马 研 究 希 腊 数 学 家 丢 番 图 (250 一 
275) 的 名 著 《 算 术 》， 这 本 书 在 数学 忠 上 可 与 欧 几 里 得 的 《 抑 
何 原本 》 相 媲美 。 费 马 谈 到 委 番 图 的 命题 “分 一 个 给 定 的 平方 
数 为 两 个 平方 数 ” 时 ， 在 该 页 页 边 上 评注 说 : “分 一 个 立方 数 
为 网 个 立方 数 之 和 ， 分 一 个 四 次 才 (或 者 一 般 地 ， 任 何 次 宕 ) 
为 两 个 同 次 医 ， 这 是 不 可 能 的 ; 我 确实 找到 了 一 个 巧妙 的 证 
明 ， 但 这 个 页 边 太 罕 ， 写 不 下 "。 费 马 当 时 是 否 真 的 想 出 了 这 


在 曲线 zx”"+ y= 1 上 ， 


Gu 上 
ped 
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个 问题 的 证 明 ， 这 是 一 个 无 法 判定 的 千 吉 之 亦 ， 但 这 个 页 边 上 
的 评注 却 给 后 世 数 学 家 们 布置 了 一 道 极 端 令 人 难堪 的 “作业 
题 ”， 经 过 300 多 年 众多 大 数学 家 的 冲击 ， 下 到 1993 年 6 月 23 
日 ， 在 英国 剑桥 大 学 牛顿 研究 所 的 学 术 报 告 会 上 ， 数 学 家 维尔 
斯 宣读 了 他 关于 费 马 大 定理 的 证 明 ， 当 即 引起 会 场 内 外 一 阵 狂 
次 ， 热 烈 鼓 掌 达 十 分 钟 之 久 。 当 年 毕 达 哥 拉 期 学 派发 现 勾 股 定 
理 时 ， 杀 和 牛 押 了 百 牛 实 ， 把 过 + 交 =x 当 且 仅 当 z，y，>x 是 
一 个 直角 三 角形 之 边 长 的 定理 称 为 “ 百 牛 定理 "。 维 尔 斯 对 费 
马 大 定理 的 证 明 人 们 来 不 及 杀 百 牛 设 宣 相 庆 ， 会 场 内 外 的 欢腾 
比 设 宴 更 为 喜庆 ， 此 事件 立刻 引起 各 国 社会 新 闻 媒 体 的 极 大 天 
注 ， 电 子 邮 件 以 最 快 的 方式 向 全 世界 播 散 这 一 好 消息 ， 各 国 数 
学 界 和 大 学 纷纷 举办 关于 费 马 大 定理 的 报告 会 。 维 尔 斯 的 第 一 
稿 长 达 200 多 页 ， 数 学 界 对 如 此 重大 的 成 果 当 然 按 惯例 来 取 了 
严肃 谨慎 的 态度 ， 迅 速 组 织 成 由 当代 这 方面 有 权威 的 6 名 数学 
家 成 立 审查 小 组 ， 经 审阅 发 现 了 维尔 斯 稿子 上 的 将 洞 。 维 尔 斯 
是 一 位 久 经 考验 不 届 不 抄 的 成 熟 数 学 家 ， 他 拿 回 稿子 ， 闭 门 吾 
干 了 一 年 ， 终 于 在 1994 年 9 月 拿 出 修改 稿 ， 修 改 稿 经 严格 审 
查 无 错误 存在 ，300 多 年 的 数学 难题 费 马 猜想 ， 即 “zx + y= 
z” (n>>2，n 是 自然数) 无 正 整 数 解 ” 已 被 严格 证 明 是 成 立 
的 。 

当年 维尔 斯 刚 超过 40 岁 ， 过 了 获 数 学 界 相 当 于 诡 贝 尔 奖 
的 菲 尔 效 奖 的 年 龄 限制 ，1996 年 ， 维 尔 斯 获得 了 世界 数学 界 
终身 成 就 奖 一 一 沃 尔 夫 奖 ， 这 是 科学 界 的 最 高 奖项 之 一 。 
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〇 第 二 十 一 回 
算术 游戏 岂止 识 谐 民意 
数学 小 品 绝 非 粗俗 做 秀 


法 国 数学 家 梅 齐 利 亚 克 (1581 一 1638) 是 数学 史 有 名 的 巧 
人 之 一 ， 他 的 代表 作 《 既 有 趣 又 令 人 慨 意 的 问题 》 是 一 部 数学 
“开心 辞典 ， 它 富 含 的 数理 的 愉悦 和 智慧 的 光世 是 数学 史上 人 
见 人 受 的 佳品 ， 不 信 我 们 来 监 赏 它 的 几 个 小 题目 。 

[ 例 1】 四 要 求 一 个 人 秘密 地 选 定 一 个 自然 数 ， 然 后 三 
倍 它 。@ 间 他 这 两 个 数 的 积 是 偶数 还 是 奇数 。 若 是 偶数 ， 要 求 
他 取 其 半 ， 硅 是 奇数 ， 要 求 他 加 上 1 再 取 其 半 。@ 告 诉 他 ， 把 
饭 中 的 绪 果 乘 以 3， 且 要 他 告知 从 这 个 乘积 中 最 多 可 以 取出 9 
的 多 少 个 整数 倍 ， 壁 如 说 个 。@ 罗 于 是 原来 他 选 定 的 数 是 27 
或 22 +1， 依 中 中 的 结果 是 偶 是 奇 而 定 。 

事实 上 ，@ 设 原来 这 个 人 选 的 自然 数 是 z，3 倍 之 为 3z; 


@ 若 3z 是 偶数 ， 则 取 痉 ; 若 3z 是 奇数 ， 则 取 3 二 1 
G3 .至 = 坚 ( 当 是 偶数 )，3.3z 二 1 ( 当 x 是 奇数 ); 2 - 
92 =71 (0<rI<9) ( 当 z 为 偶数 )， 于 是 9z=18m2 +2rl，z 
=2n+ 二 ， 由 于 z 是 自然 数 ，0 志 ri 9， 所 以 ri =0,，zx= 


27; tl ( 当 z 为 奇数 )， 其 中 0<rs<9， 于 
是 
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9 工 十 3 


7 — 9n=r,, 9zr+3=18n+2r,, 


2r2—3 3 


9Z=182 +275 一 3， 工 二 2 十 一 人 一 9 


其 中 < 一 是 非 负 整数 ， 因 为 - 忆 之 他 一 之 .603= 蕊 。 由 
于 xz 是 目 然 数 ， 所 以 整数 全 一 3€ 10.11， 又 所 “=0， 只 
a 3 


有 2r2- 3=0， 即 r2 = 郑 ， 而 rs 是 整数 ， 所 以 他 和 一 = 1， 
ZX 二 2n 二 1o6@ 可 见 当 zx 为 偶数 时 ， 工 =27m， 为 奇数 时 二 
27 十 ]。 

【 例 2?】 要求 一 个 人 秘密 地 选 定 一 个 小 于 60 的 数 ， 要 他 
宣布 此 数 被 3，4，5 除 所 得 的 余数 <，5，c， 则 原来 他 选 的 数 
是 40a +455 +36c 除 以 60 所 得 的 余数 。 

事实 上 ， 设 他 选 的 数 是 z， 则 

r=3a +a, X=46 +6, X=5c +c, a=x—-3a, 

b=x-46, c=x-S5c 
因此 


40a 十 430 + 36c 
60 


_2 ,3,,3 
3at Ht sc 


= (z ~ 3a )+ 了 (zz 一 40 ) + 二 (zx 一 Sc ) 
=2x— (2a’ +32 +3c) + 证 
因 zx<60， 可 见 40a +455+36c 除 以 60 商 为 2x 一 (2a +36 
+3c ) 余 工 。 
[ 例 3】 ” 赵 某 秘密 选 定 多 于 5 的 任何 数目 的 筹码 ， 并 且 
钱 某 秘密 地 取 3 倍 那么 多 ， 要 求 赵 某 给 钱 某 5 个 筹码 ， 要 求 钱 
某 转 给 赵 某 相当 于 赵 某 余下 的 3 倍 ; 你 可 以 告诉 钱 某 ， 他 现 有 
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20 个 筹码 。 

事实 上 ， 设 赵 某 原来 取 了 z 个 筹码 ， 则 钱 某 取 了 3z 个 筹 
码 ; 赵 某 给 钱 某 $ 个 筹码 后 剩 下 x -5 个 筹码 ， 这 时 钱 某 有 3x 
+5 个 筹码 ; 钱 某 转 给 赵 某 剩 下 的 3 倍 那么 多 的 筹码 后 ， 钱 某 
剩 下 的 筹码 为 3zx+S-3 (zx 一 5) =20。 

推广 之 : 把 3 改 为 加， 把 S$ 改 成 6， 则 钱 某 剩 下 的 筹码 为 
(p+1) g 个 。 

【 例 4】 孙 某 秘密 地 从 一 个 奇数 和 一 个 偶数 中 选 定 一 个 
数 ， 男 一 个 数 给 了 李 某 ， 要 求 孙 某 2 倍 他 的 数 ， 李 某 3 倍 他 的 
数 ， 求 两 个 积 之 和 。 如 果 这 个 和 是 偶数 ， 则 孙 某 选 的 是 奇数 ， 
否则 孙 某 选 的 是 偶数 。 

事实 上 ， 设 此 二 数 为 2k 和 27 +1， 若 孙 选 2k， 则 2 倍 孙 
数 加 3 倍 李 数 得 奇数 

2 (2&) +3 (27+1) =4k+6l+3 
各 孙 选 2!+1， 则 2 倍 孙 某 数 加 3 倍 李 茶 数 得 偶数 
2 (21+1) +3 (2k) =6k +4l+2 

可 见 2 倍 孙 某 数 加 3 倍 李 某 数 为 偶数 时 ， 孙 有 茶 选 的 一 定 是 奇 
数 ; 否则 孙 某 选 的 是 偶数 。 

【 例 S】 要求 某 人 考虑 一 个 钟点 ， 璧 如 是 m; 然后 触 到 
表 上 标 着 茶 个 别 的 钟点 ， 艾 如 是 n; 如 有 果 从 触 到 的 这 个 数 开始 
按 道 时针 方 向 逐次 地 轻 敲 表 上 的 数 ， 心 里 数 着 mm，m + 1， 
…， 一 直 数 到 n + 12， 则 最 后 襄 到 的 数 就 是 他 原来 心里 想 的 那 
个 数 mn。 

大 从 你 心中 的 点 数 m 顺 时 针 “ 谈 ” ( 数 ) 起 : m，m+ 
1，…，,12，12+1，…,12+7?2， 即 读 到 ”点 则 读 ( 数 ) 出 12 
+n， 与 此 过 程 相 道 的 过 程 ， 即 从 nn 按 逆 时 针 方 向 读 ( 数 ) 
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起 : m，m + 1，…， 读 出 n + 12 时 就 是 写 着 m 的 那个 点 
(图 21-1)。 
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日 第 二 十 二 回 
隐 普 斯 五 线 一 点 求 轨 迹 
笛 卡 儿 一 夜 三 梦 得 魔 钥 


百 希 有 简 是 几何 的 故乡 ， 但 欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 和 阿波 罗 尼 
奥 斯 去 志 后 ， 希 腊 的 几何 乃至 它 的 整个 数学 开始 衰落 ， 在 阿波 
多 尼 奥 斯 死 后 500 年 ， 亚 历 山大 城 又 出 生 了 一 位 几何 天 才 ， 他 
束 是 对 数学 事业 有 热心 有 能 力 的 帕 普 斯 (300 一 3$0)， 他 努力 
想 使 希腊 几何 学 死灰复燃 ， 他 果然 获得 了 很 大 的 成 功 ， 在 他 的 
名 著 《数学 汇编 ) 中 ， 歧 括 了 古 希 腊 几 何 学 的 大 部 分 知识 ， 并 
对 其 作 了 本 质 的 推广 与 补充 。 在 该 书 中 帕 普 斯 研究 了 30 多 位 
古 希 腊 有 名 几何 学 家 的 成 果 ， 是 名 符 其 实 的 希腊 几何 学 家 们 的 
安 魂 曲 ， 情 深意 切 地 为 古 希 腊 几 何 学 家 唱 了 一 曲 动 人 的 挽歌 。 
书 中 有 大 量 有 启发 性 的 著名 问题 ， 其 中 对 近代 数学 的 成 长 有 极 
大 影响 的 是 三 线 一 点 、 四 线 一 点 与 五 线 一 点 这 三 个 所 谓 “ 帕 普 
斯 问题 "。 其 中 五 线 一 点 求 轨迹 的 帕 普 斯 间 题 ， 帕 普 斯 本 人 自 
称 解 决 不 了 ， 和 遗留 给 后 人 。 但 直到 17 世纪 ， 仍 无 人 能 解决 这 
个 看 似 初等 的 平面 几何 问题 ! 此 题 问 的 是 : “车 平面 上 给 定 五 
条 直线 和 一 个 动 点 ， 从 动 点 向 每 条 直线 上 的 一 个 点 连 一 条 线 
段 ， 使 之 与 该 直线 夹 已 知 角 ， 且 使 其 中 三 条 线段 之 长 的 积 等 于 
为 两 线段 长 之 积 的 一 个 固定 的 倍数 ， 求 满足 此 要 求 的 动 点 的 轨 
迹 。” 

对 于 有 三 条 直线 或 四 条 直线 的 相似 问题 ， 帕 普 斯 自己 给 出 
省 管 友 ; 动 点 的 轨迹 是 圆锥 曲线 ， 即 两 条 线段 之 积 是 男 一 条 线 


长 的 固定 倍数 或 两 条 线段 长 之 积 是 男 两 条 线段 长 之 积 的 固定 倍 
数 时 ， 动 点 的 轨迹 是 圆锥 曲线 。 

帕 普 斯 之 后 ， 希 腊 数 学 就 走 了 下 坡 路 ， 只 出 了 一 位 数学 才 
女 希 帕 提 娅 (370 一 415) 来 接 帕 普 斯 的 班 ， 她 和 帕 普 斯 是 老 
乡 ， 都 是 亚 力 山大 城 人 ， 和 希 帕 提 娅 是 历史 上 第 一 位 女 数 学 家 ， 
她 在 数学 、 哲 学 和 医学 上 都 是 杰出 的 专家 ， 在 亚历山大 里 亚 大 
学 教授 数学 ， 吸 引 了 广泛 的 听众 并 受到 普遍 的 赞誉 。 她 终生 未 
嫁 ， 她 说 :“ 我 和 真理 结 了 婚 ”"。 希 帕 提 刀 为 人 善良 和 褒 ， 仪 表 
端庄 秀美 ， 是 希腊 全 国人 爱戴 的 偶像 ; 但 由 于 她 的 自然 科学 和 
哲学 思想 与 基督 教 教条 发 生 矛 盾 ， 受 到 教会 当局 的 残酷 迫害 。 
一 日 ， 希 帕 提 娅 从 学 校 下 课 回 家 ， 几 个 教徒 把 她 从 车 上 拉 下 ， 
扯 掉 她 的 秀 发 ， 脱 去 她 的 衣服 ， 穷 凶 极 恶 地 毒打 她 ， 最 后 用 特 
是 壳 乔 去 她 的 皮肉 ， 遗 骨 放 火 焚 烧 ， 如 此 罪行 ， 令 人 法 指 ， 至 
此 ， 希 腊 古 代数 学 与 才女 希 帕 提 娅 的 惨死 一 齐 沉没 了 | 

16 世纪 ， 法 国 拉 艾 城 出 生 了 一 个 长 大 后 改变 了 整个 数学 
面 狐 的 伟人 ， 他 就 是 哲学 家 笛 卡 儿 (1596 一 1650)。 他 对 由 将 
斯 的 “五 线 一 点 求 轨 迹 ” 问 题 颇 感 兴趣 ， 因 为 那 是 一 个 难 住 全 
世界 所 有 数学 家 几 百 年 的 怪 问 题 。 他 不 愧 为 哲学 家 ， 用 了 先 特 
殊 后 一 般 的 思维 路 线 ， 首 先 拿 下 面 这 个 比较 规范 的 问题 开放: 
直线 由 42 上 e431 上 e444， 且 是 等 距 的 ， 邻 近 的 两 条 相距 为 a >0， 
直线 1, | 1;， 见 图 22-1，P 为 动 点 ， 求 满足 条 件 

PA XxPA,XxPA;=kPAsXPA; (k 是 非 零 常数 ) (22.1) 
的 P 点 的 轨迹 ， 其 中 PA; | Ll;，A;E€lio 

第 卡 儿 令 P 到 7; 的 距离 为 y， 距 司 为 z， 则 把 式 (22.1) 

化 成 
(Xz—-3a) (x—-2a) (xXx—-a) = kry 
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图 22-1 


xz” -6ar’+ (6a?+2a2+3a2) Tr-6a = kry 
rz —6ar’+1lla*zx ~6a3= kxry (22.2) 
如 此 把 一 个 平面 几何 问题 化 成 了 用 (22.2) 式 表达 的 代数 问 
项 。 
苗 卡 儿 把 “五 线 一 点 ”的 情形 推广 到 多 条 直线 的 情形 . 
设 pi， P2， Pm， pm+1， 一，pm+n 是 从 点 PP 向 m+ 
n 条 直线 所 引 的 与 这 些 直 线形 成 给 定 和 角度 的 m+ n 条 线段 之 
长 ， 并 且 ， 如 果 要 求 
访 1 力 2 pm = kpm +1pm+2°"* Pmt+tn 
其 中 是 常数 ， 求 动 点 P 的 轨迹 
m 和 不 超过 2 的 情形 已 被 帕 普 斯 解决 了 ， 笛 卡 儿 对 
有 .>2 或 m >2 的 情形 也 如 “五 线 一 点 ”一 样 地 进行 了 代数 化 
研究 。 
备 卡 儿 青 少年 时 代 学 的 并 非 数 学 ， 他 在 巴黎 普 瓦 捷 大 学 获 
得 的 是 法 学 博士 学 位 ， 毕 业 后 以 律师 为 业 。 他 的 童年 过 得 很 惨 
淡 ， 其 母 生 笛 卡 儿 时 难产 身亡 ， 策 卡 儿 也 险些 婴 死 腹 中 ， 他 父 
杀 为 他 命名 “重生 ” (法 文 是 Re re)。 第 卡 儿 自 幼 身 体 履 纶 ， 
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好 睡 早 党 和 躺 着 看 书 ， 他 的 大 部 分 成 果 的 思路 都 是 早上 身 在 床 
上 沉思 的 产物 。 他 不 喜欢 欧 几 里 得 几何 ， 觉 得 它 缺 乏 统一 的 方 
法 和 动感 ; 也 不 喜欢 代数 ， 觉 得 它 缺 乏 直 观 。 他 幻想 着 把 两 者 
嫁接 起 来 ， 保 留 两 者 的 长 处 而 剔除 两 者 的 缺点 。 他 对 此 层 思 夜 
根 ， 梦 寨 以 求 ，1619 年 ， 他 随 他 参加 的 法 国 军 队 驻 扎 在 多 下 
河畔 ， 那 时 没有 战事 ， 军 营 里 平静 无 扰 ，11 月 10 日 ， 他 一 夜 
做 了 连贯 的 三 个 怪 梦 ， 第 一 梦 梦 见 他 被 狂风 吹 得 立足 不 稳 ; 第 
二 梦 梦 见 他 被 狂风 吹 到 一 间 大 厦 ， 厅 内 一 声 霹雳 ， 周 围 火 化 四 
溅 ， 第 三 梦 梦 见 他 读 到 一 本 书 上 写 着 : “我 将 追求 什么 这 路 ”， 
且 拾 到 了 一 把 奇异 的 铀 是 。 

第 二 天 醒 来 ， 他 领悟 到 要 沿 着 几何 代数 化 之 路 搞 数学 ， 于 
是 忙 拿 笔 和 纸 摘出 了 上 面 所 写 的 那 种 处 理 “ 五 线 一 点 ”问题 的 
解析 表达 方法 ， 他 梦 中 拣 到 的 那 把 魔 钥 就 是 引入 变量 z，y 为 
几何 问题 建立 代数 式 的 开锁 之 钥 。 从 此 他 一 发 不 可 收 ， 终 于 创 
建 了 解析 几何 这 门 数学 中 划时代 的 学 科 。1692 年 ， 德 国 数学 
家 菜 布 尼 效 把 笛 卡 儿 解 决 帕 普 斯 “五 线 一 点 问题 ”时 的 工 与 》 
分 别称 为 横 坐 标 和 纵 坐 标 ， 把 直线 15 与 1 加 上 箭头 指示 方 同 
称 为 坐标 轴 。 与 此 同时 ， 法 国 数学 家 费 马 与 第 卡 儿 独 立地 创立 
了 实质 上 与 第 卡 儿 的 工作 思路 一 致 的 解析 几何 的 理论 与 方法 。 

笛 卡 儿 对 数学 有 精辟 的 见解 ， 他 说 : “所 有 那些 骨 在 人 研究 
顺序 与 度量 的 科学 ， 都 与 数学 有 关 。 至 于 所 求 的 变量 是 天 于 数 
的 呢 ， 形 的 呢 ， 声 的 呢 ， 还 是 其 他 什么 东西 呢 ， 都 是 无 关 又 要 
的 。 因 此 ， 应 当 有 一 门 普遍 的 科学 ， 去 解释 所 有 我 们 能 够 知 着 
的 顺序 与 度量 ， 这 门 科学 已 经 有 了 自身 的 专 名 ， 它 就 是 数学 。 
它 之 所 以 在 心灵 活动 和 重要 性 上 远 远 超过 那些 依赖 于 它 的 科 
学 ， 是 因为 它 完全 包括 了 这 些 科学 的 研究 对 象 。 
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笛 卡 儿 说 :“ 上 帝 是 按照 数学 规律 建立 目 然 弄 的 。 

笛 卡 儿 说 :“ 我 思 ， 故 我 在 。 

第 卡 儿 说 : “一 切 问 题 都 可 以 化 成 数学 问题 ， 一切 数 学问 
题 都 可 以 化 成 代数 问题 ， 一 切 代数 问题 都 可 以 化 成 方程 求解 的 
问题 。” 

对 于 “五 线 一 点 ”的 轨迹 ，P 点 的 坐标 满足 的 代数 方程 
Xx; 一 6ax? 十 lla?x 一 6a ?= 二 kry， 可 以 在 xOy 坐标 系 中 画 出 这 
一 轨迹 的 图 像 ， 后 被 牛顿 称 之 为 第 卡 儿 三 次 曲线 或 “三 又 戟 曲 
线 "”， 见 图 22-2, 当 a =k=1 了 时， 由 于 
y=7x -6r+1l -全 y 一 2 并 -6+ 六 y=2- 当 ( 工 天 0 ) 
从 y=z?~6z+11- 知 y 轴 是 渐 近 线 。y zx?-6z+11 是 
一 条 开口 向 上 的 抛物 线 ，A=62 一 4X11<0， 所 以 y= x “6x 


+11 是 一 条 在 上 半 平 面 的 曲线 ， 而 当 z<0 时 ，-- >0， 故 
z<0 时 ， 曲 线 y=z?-6z+11- 上 在 第 二 象限 ，z 一 -oo 时 ， 
y 关 + 00。 当 工 沿 zx 轴 的 正 半 轴 趋 于 零 时 ，y 趋 于 - co，z 一 
+ co 时 ，y 趋 于 + co， 可 知 三 义 戟 曲线 有 一 个 分 支 在 一 、 四 两 
个 象限 。 


抽 y =2x -6+ 访 ， 令 y=0 来 考查 它 的 极 什 息 ，2x -6 
+ 仿 =0 化 成 三 次 方程 
273 -67*+6=0,， x -3zx*+3=0 
令 z= (z+1)， 得 
z5 一 3z 二 1=0 
代入 卡 丹 公式 ， 这 里 p= -3,，g=1。 
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| 中 +[ 伸 ， ,= | -了 [| + 二 


于 是 [9) + | 二 | = 卫 | + (〔(- 1)3<0， 这 时 有 三 个 不 等 的 


实 根 。 事 实 上 ， 这 时 a 与 5 是 共 示 复数 ，a + 0 是 一 个 实数 。 


= 二 1 03，w2= 二 1 23，w 与 w? 也 是 共 辑 复 数 ， 故 
wa + wb 与 wa + 也 是 实数 ， 这 三 个 实 根 zj，xz?，z3 对 
应 于 三 个 极 值 点 。 

由 六 =2- 冯 =0 得 2- “=0, zx3=6，x 二)6 是 一 个 损 
忌 (拐点 就 是 曲线 西关 与 叫 状 的 分 界 点 )。 

不 难 求 得 y= zx? 6x +11 一 全 有 三 个 零点 z=1，z9=2， 
二 3。 综 上 分 析 ， 绘 成 三 义 戟 曲线 如 图 22-2。 


22-2 
漂 卡 儿 的 数学 代表 作 是 《几何 学 》， 此 书 是 解析 几何 的 开 
山 之 作 。 比 备 卡 儿 大 32 岁 的 伟大 科学 家 伽利略 因 坚 持 自然 科 
学 的 真理 (例如 地 球 是 太阳 系 的 行星 ) 而 受到 了 教会 的 迫害 ， 
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听 说 此 事 ， 生 性 内 向 、 胆 小 怕 事 的 笛 卡 儿 打消 了 出 版 他 的 关于 
衬 宙 物理 的 著作 《世界 体系 》 的 计划 ， 就 连 关 于 解析 几何 这 种 
对 什么 人 也 不 会 构成 威胁 的 纯 数 学 问题 ， 他 也 生怕 得 罪 了 哪 位 
无 知 的 教 长 ， 所 以 笛 卡 儿 未 能 单独 地 把 他 的 这 一 伟大 的 数学 发 
明 公布 于 直 ， 而 是 作为 一 本 称 做 《方法 论 》 的 书 的 附录 问世 
的 ， 这 部 分 内 容 占 100 多 页 ， 数 学 史上 称 这 部 分 内 容 为 《几何 
学 )。 笛 卡 儿 一 生 办 事 谨 慎 ， 与 世 无 争 ， 但 因 其 有 真 学 问 、 搞 
的 是 数学 与 自然 科学 这 些 与 教义 无 助 的 科学 ， 对 宗教 并 不 那么 
热 囊 和 顶礼 膜拜 ， 栖 蒂 冈 还 是 没有 人 馈 过 笛 卡 儿 ，1647 年 宣布 
多 卡 儿 的 著作 是 “禁书 ”， 必 须 全 部 焚 筑 ! 笛 卡 儿 作 为 “危险 
人 物 ” 有 国 不 能 回 ， 他 只 好 去 北欧 的 瑞典 避难 。 由 于 北国 风 
寒 ，1650 年 感冒 转 成 肺炎 不 治 身 亡 。 在 教会 那 只 看 不 见 的 凶 
手 的 泽 威 之 下 ， 这 位 对 哲学 和 数学 做 出 过 划时代 贡献 的 世界 级 
伟人 去 志 ， 竟 无 人 去 送 花 园 致 悼词 ， 几 个 邻居 把 他 的 尸骨 草草 
掩埋 了 事 。 直 到 17 年 之 后 ， 才 把 第 卡 儿 的 骨灰 送 回 他 的 祖国 
法 三 西 ， 安 三 在 法 国 伟人 幕 地 ，1799 年 移入 法 国 历史 博物 馆 ， 
1819 年 保存 在 圣 日 耳 曼 圣 心 堂 ， 莫 碑 上 书 ; 

“第 卡 儿 ， 

欧洲 文艺 复兴 以 来 ， 

为 人 类 和 争取 并 保证 理性 权利 的 第 一 人 。” 

我 们 应 当 永 远 绚 怀 好 人 笛 卡 儿 ， 设 想 没有 币 卡 儿 的 解析 几 
何 ， 没 有 变量 和 坐标 系 ， 数 学 还 剩 下 些 什么 呢 ? 当然 ， 别 人 也 
会 迷 早 搞 出 解析 几何 的 ， 例 如 费 马 ， 但 第 卡 儿 在 解析 几何 和 变 
量 数学 (有 即 高 等 数学 ) 方面 的 功劳 是 头等 的 。 
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对 于 y= zx"，n 是 自然 数 ， 我 们 知道 y = nx” *; 即使 对 
n 是 实数 的 情形 ， 这 个 结果 也 是 正确 的 。 这 个 结果 是 历史 上 和 牛 
顿 与 莱 布 尼 效 发 明 微 积分 时 ， 第 一 批 成 果 中 的 重要 内 容 ， 经 验 
告诉 我 们 ， 任 何 有 重大 价值 的 科学 创造 ， 在 它 的 开始 阶段 ， 几 
乎 都 是 不 完善 的 ， 需 要 后 来 的 不 断 修正 ， 微 积分 的 发 生发 展 过 
程 也 不 例外 ， 为 了 获得 最 后 的 圆满 结论 与 正确 的 论证 ， 开 始 时 
是 一 定 要 经 历 挫 折 力 至 失败 的 ， 不 会 在 第 一 天 就 交 上 100 分 的 
答卷。 

牛顿 作为 一 个 物理 学 家 ， 他 发 明 微 积分 的 出 发 点 是 物理 ， 
表述 的 方式 也 是 “ 半 物 理 的 ”。1691 年 他 在 其 名 著 《 曲 线 求 积 
术 》 中 论证 y= x" 的 导数 〈 他 当时 叫 流 数 , “ 流 ” 这 个 字眼 珊 
有 浓厚 的 物理 色彩 ) 时 ， 推 导论 证 如 下 : 

“ 设 量 z 均匀 地 流动 ， 问 题 是 欲求 z 的 流 数 。 

在 x 因 流 动 变 成 z+ o 的 同时 ， 量 zx” 变 成 了 (x + 0)”， 
于 是 


2 
nn OOxzaT2 十 十 02 


(XxX+0)"= 7x"+ nor” 十 


2 _ 
增 量 o 与 (z+0)"-x"=norx” 1 + 一 5 007” 2 十 十 oO 之 


2 __ 
比 等 于 1 与 nx” + ~ 7 oz-2 十 十 Oo -1 之 比 。 
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现 令 增 量 消 失 ， 它 们 的 最 终 比 将 变 成 1: nx” !。” 

瑞 国 有 位 哲学 家 叫做 伯 克 菜 ， 他 文学 、 逻 辑 学 和 哲学 都 功 
夫 深 厚 ， 可 恨 他 是 一 位 牧师 ， 对 于 不 信 神 的 自然 科学 家 们 上 骨 子 
里 怀 有 敌意 。1734 年 ， 这 位 牧师 出 版 了 一 本 颇 为 得 势 的 小 册 
子 《 分 析 学 家 ， 或 致 一 位 不 信 神 的 数学 家 》， 点 名 道 姓 地 攻击 
牛顿 、 莱 布 尼 兹 及 其 拥护 者 的 微 积分 成 果 是 诡辩 。 

伯 克 莱 假装 公允 地 说 : “ 流 数 方法 是 一 把 通用 的 钥匙 ， 当 
代数 学 家 们 借助 于 它 来 解 开 几何 学 的 、 最 终 也 是 大 自然 的 奥 
秘 ， 这 一 方法 使 数学 家 们 能 够 在 发 现 定理 和 解决 问题 方面 大 大 
超越 古人 。 正 因为 如 此 ， 其 发 挥 、 应 用 便 成 为 今日 那些 号 称 
这 刻 几何 学 家 们 的 主要 的 〈 如 果 不 是 惟一 的 ) 事业 。 然 而 这 些 
方法 究竟 是 否 清楚 ， 是 否 没 有 矛盾 ， 并 且 可 以 加 以 证 明 ; 或 者 
相反 ， 只 是 一 种 含糊 的 、 令 人 反感 的 和 不 可 靠 的 方法 ?我 将 以 
最 公正 的 方式 来 提出 这 样 的 质疑 ， 以 便 让 你 们 ， 让 每 一 位 正直 
的 读者 做 出 自己 的 判断 。” 

事实 上 ， 和 牛顿 与 莱 布 尼 兹 初创 的 微 积分 ， 的 确 存在 可 修 
改 的 仿 洞 ， 逻 辑 基础 不 其 牢固 ， 无 穷 小 概念 不 够 明确 ， 曾 引 
起 过 不 少 科学 家 善意 的 批评 和 建议 。 例 如 荷兰 的 物理 学 家 纽 
文 蒂 (1654 一 1718) 就 直言 批评 牛顿 的 流 数 求法 阐述 不 够 清 
杷 的 问题 。 正 常 的 学 术 切 磋 是 必要 和 有 益 的 ， 但 伯 克 莱 的 动 
机 则 另 当 别论 。 

介 殉 莱 说 :“ 在 推导 任意 次 寡 的 流 数 时 ， 如 果 让 增 量 消失 ， 
尔 即 让 增 量 变 成 零 ， 那 么 原来 的 关于 增 量 存在 的 假设 也 就 不 能 
成 立 ， 而 由 这 一 假设 引出 的 结果 即 借助 于 增 量 而 得 到 的 表达 式 
都 必须 保留 ， 这 种 推理 是 站 不 住 脚 的 ”。 

这 一 论述 就 是 有 名 的 “ 伯 克 菜 悖 论 ”。 
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事实 上 牛顿 为 了 急于 求 得 流 数 ， 确 实 有 重 结果 忽视 逻辑 的 
倾向 。 在 求 y = zx” 的 流 数 那 段 推导 当中 ， 牛 顿 不 留神 做 了 
“ 偷 换 假 设 ” 的 “犯规 ”动作 ， 先 说 增 量 可 以 比 ， 即 有 增 量 ， 
不 为 零 ， 接 着 让 增 量 消失 ， 变 成 无 ， 这 样 说 话 着 实 令 人 费解 ， 
应 子 修 正 。 

怎 奈 伯 克 莱 越 说 越 情绪 化 ， 越 说 越 凶 相 毕 露 。 伯 元 羔 接 着 
说 了 或 者 更 准确 地 说 是 如 了 下 面 一 大 串 恶 言 恶 二 ; 

“因为 我 们 如 果 假 设 增 量 消失 ， 理 所 应 当 也 了 就 必须 假 该 它 
们 的 比 、 它 们 的 表达 式 以 及 由 于 假设 其 存在 而 导出 的 一 切 东西 
都 必须 随 之 消失 。 

我 所 非议 的 不 是 您 的 结论 ， 而 是 您 的 逻辑 与 方法 ， 您 是 起 
样 进行 证 明 的 ?您 所 熟悉 的 对 象 是 什么 ”关于 它们 您 的 表达 是 
否 清 楚 ? 您 依据 的 原理 是 什么 ? 它们 是 否 可 靠 ” 您 是 如 何 应 用 
它们 的 ? 

这 些 消逝 的 量 是 什么 呢 ? 难道 我 们 不 能 称 它们 为 消逝 的 抱 
魂 吗 ? 

分 明 是 诡辩 ， 是 招摇 撞 骗 ， 把 人 们 引入 歧途 。 

莱 布 尼 效 及 其 追随 者 ， 在 进行 微分 运算 时 ， 竟 从 不 脸红 地 
首先 承认 然后 舍弃 无 穷 小 量 ， 稍 具 思 考 能 力 的 人 ， 在 理解 问题 
时 仔细 一 点 ， 在 推理 时 公正 一 点 ， 就 不 会 接受 这 一 套 。” 

也 有 一 些 对 数学 一 窍 不 通 的 文人 跟着 伯 克 莱 瞎说 八 违 ， 例 
如 大 文学 家 伏 尔 泰 冷 鄙 热 讽 地 说 ; “ 微 积分 是 计算 和 度量 其 存 
在 性 是 不 可 思议 的 事物 的 乙 术 。” 

伯 克 莱 们 的 挑战 激 起 数学 家 们 群起 反击 ， 写 了 许多 反驳 但 
克 莱 的 文章 ， 但 丝 因 不 能 把 当时 微 积分 中 的 逻辑 搞 清楚 而 没有 
把 伯 克 莱 驶 倒 ， 这 就 是 数学 史上 管 人 听闻 的 第 二 次 数学 危机 。 
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正如 法 国 大 数学 家 达 兰 贝尔 豪爽 地 说 : “向 前 进 ， 你 就 会 产生 
信念 。” 由 于 把 这 种 基础 不 牢 的 微 积 分 用 于 天 文 、 力 学 和 物理 
等 科学 ， 总 能 获得 可 喜 的 重大 成 果 ， 所 以 尽管 有 第 二 次 数学 危 
机 阴影 的 笼 曾 ， 数 学 家 们 还 是 对 微 积分 充满 信心 ， 当 时 在 微 积 
分 园地 上 需要 赶紧 收割 的 东西 太 多 了 ， 无 暇 顾及 去 修补 基础 理 
论 的 漏洞 ， 偿 辑 严密 性 的 问题 也 只 好 先 等 一 等 再 解决 了 。 
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17 世纪 ， 和 牛顿 与 莱 布 尼 效 刚刚 发 明了 微 积 分 的 计 鼻 方 
法 ， 例 如 微 积分 基本 定理 : 对 于 在 [a，65] 上 的 连续 函数 ， 


人 Go daz=F (5) -F(a), 其 中 (F(z) =f (zx), 


有 人 计算 了 下 面 两 个 题目 ， 
(1) 求 双 曲线 xy=6，x =2 与 xz 轴 之 间 夹 的 面积 ， 见 图 
24-1。 


24-1 
(2) 求 (1) 中 面积 绕 x 轴 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 ， 见 图 
24-2。 
对 于 (1)， 曲 边 梯形 ABCzo 的 面积 为 y= 人 为 被 积 函数 


的 积 | Ldr=6 [inxo 一 In2]， 所 以 曲线 zy =6， X= 二 2 和 


0 
2 
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x 轴 之 间 夹 的 面积 为 
li 0 ]i 
to | 人 dz 一 +u6 [Inx-ln2|] =+% 


对 于 (2)， 任 取 z 轴 上 一 点 zo>2， 用 午 直 于 zx 轴 的 平面 过 点 


(zo，0，0) 截 这 个 旋转 体 ， 得 到 一 个 以 半径 为 y。= 卫 的 加 
它 的 面积 是 3。 所 以 此 施 转 体 体积 为 

V= ,| dr= ,eo 36r| ~ + |=18r 

一 位 油漆 工 听 到 这 个 结果 便 说 ; “我 虽然 不 懂得 你 们 的 微 
积分 ， 我 只 是 一 个 文盲 大 老 粗 ， 但 任 我 的 多 年 工作 经 验 ， 我 敢 
判定 你 们 的 计算 方法 是 错误 的 ， 因 为 (1) 求 得 的 面积 既然 是 
无 穷 大 ， 那 么 ， 若 让 我 对 这 块 面积 进行 着 色 上 漆 ， 必 须 用 无 限 
多 的 油漆 ， 用 有 限 的 油漆 显然 不 够 。 然 而 ， 这 块 面积 是 含 在 
(2) 中 的 那个 “喇叭 ”里 ， 你 们 既然 算出 这 个 大 长 的 喇叭 的 体 
积 是 有 限 的 〈18x)， 那 我 用 有 限 的 油漆 可 以 灌 满 你 这 个 喇叭 ， 
也 就 把 那个 无 穷 面积 的 〈1) 中 阴影 区 上 了 油漆 ， 可 是 我 说 过 ， 
给 (1) 中 这 个 阴影 区 上 漆 需 要 无 限 多 油漆 咱 ! 由 此 可 以 看 出 ， 
你 们 的 积分 法 是 有 了 矛盾 的 ， 不 可 信 。 
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要 么 油漆 匠 的 话说 错 了 ， 要 么 积分 学 有 和 错误， 究竟 谁 之 
和 错 ? 

如 果 油 漆 10 平方 米 的 面积 只 用 0.1 千克 漆 ， 那 么 (1) 中 
那个 无 穷 大 的 面积 当然 需要 无 穷 多 油漆 ， 这 话 他 说 得 好 像 没 什 
么 销 ; 油漆 匠 后 半 段 的 话 听 起 来 也 似乎 在 理 ， 于 是 为 难 了 对 油 
梁 匠 这 个 职业 没有 什么 经 验 的 一 些 数学 家 。 

事实 上 ， 用 油漆 为 一 个 无 穷 大 的 面积 着 色 ， 确 实 需 要 无 穷 
多 油漆 ， 因 为 每 个 油漆 分 子 有 一 定 的 直径 4 >0， 这 样 ， 即 使 
是 上 漆 时 ， 平 面 区 域 上 只 有 一 层 油 漆 分 子 ， 也 会 造成 耗 用 〈 设 
面积 为 S) 2S x d 这 么 多 (立方) 的 油污 ， 今 S 是 无 穷 的 ， 
所 以 确实 是 油漆 (1) 中 面积 需要 无 穷 多 油漆 。 

至 于 用 油 妾 灌 满 (2) 中 那个 喇叭 ，(1) 中 的 那个 面积 只 
是 和 一 些 油 漆 分 子 相 截 ， 不 能 算 对 这 个 平面 上 了 漂 。 另 一 方 
面 ，(1) 中 那个 面积 在 (2) 中 的 喇叭 内 并 不 占有 大 于 零 的 体 
积 ， 对 于 三 维 空 间 的 度量 (体积 )， 它 内 部 任何 一 块 平面 块 
(一 条 直线 段 或 射线 或 百 线 ) 的 体积 只 能 说 等 于 零 ， 即 点 没有 
长 度 ， 直 线 没有 面积 ， 平 面 没有 体积 ， 所 以 〈1) 中 的 那 块 平 
面 即使 你 硬 说 它 漫 在 油漆 中 就 是 上 了 漆 ， 所 用 的 漆 也 只 是 零 体 
积 。 如 此 说 来 ， 油 漆 工 的 话 不 正确 ， 上 述 积分 运算 不 能 被 这 段 
油漆 匠 的 话 否 定 。 
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牛顿 和 莱 布 尼 效 都 没有 把 微 积 分 的 基本 概念 ， 例 如 导数 和 
积分 的 定义 搞 清 楚 ， 更 不 用 说 是 弄 严 格 了 。 他 们 不 能 正确 地 掌 
握 这 些 概 念 ， 而 是 靠 成 果 的 彼此 无 矛盾 和 多 产 的 应 用 来 过 日 
子 ， 并 没有 沿 着 严格 化 的 轨道 推动 微 积 分 的 车 轮 安 全 运转 。 到 
17 世纪 末 ， 微 积分 的 基础 仍然 不 牢靠 ， 其 至 五 花 八 门 更 加 泥 
乱 ， 有 人 继续 谈 “ 最 初 比 和 最 后 比 *， 有 人 使 用 无 穷 小 的 非 零 
量 ，17 世纪 的 微 积分 在 这 种 无 章 可 循 的 状态 下 结束 了 ， 迎 来 
了 微 积 分 获得 巨大 党 来 的 18 世纪 。 

18 世纪 是 欧 拉 的 世纪 ， 他 虽然 不 像 牛 顿 与 菜 布 尼 效 那样 
出 风头 ， 但 没有 一 个 人 像 他 那样 多 产 ， 像 他 那样 巧妙 地 把 握 数 
学 ， 也 没有 一 个 人 能 像 他 那样 收集 和 利用 代数 、 几 何 与 分 析 的 
手段 去 生产 那么 多 令 人 惊叹 的 成 果 。 他 是 绝妙 数学 方法 的 设计 
师 ， 鬼 和 低 神 工 的 数学 巨匠 。 在 生活 上 ， 他 是 一 位 天 性 慈祥 乐 
观 ， 和 童心 终生 不 湛 的 好 人 ， 有 十 三 个 子女 ， 经 常 和 子孙 们 在 一 
起 做 游戏 ， 讲 故事 。 欧 拉 1707 年 生 于 瑞士 ， 但 他 是 一 位 名 副 
其 实 的 全 球 科 学 家 。 他 是 俄国 彼得 堡 科学 院 教 授 ， 柏 林 科 学 院 
领导 人 。18 世纪 微 积分 的 主要 成 就 几乎 全 部 在 欧 拉 的 关于 微 
积分 的 三 部 名 著 中 体现 出 来 ， 这 三 部 著作 是 

[1] 《无 穷 小 分 析 引 论 》，1748， 两 卷 集 。 

[2] 《微分 学 }》，1755， 两 卷 集 。 
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[3] 《积分 学 })，1768 一 1770， 三 卷 集 。 
18 与 19 世纪 的 微 积分 教学 ， 不 是 直接 选用 以 上 这 三 部 着 作 就 
是 用 那些 抄袭 这 三 部 书 的 著作 ， 或 者 是 抄 族 “ 抄 杰 这 三 部 书 的 
书 ” 的 书 。 欧 拉 文 笔 流 畅 ， 善 于 把 深刻 难民 的 数学 理论 阐述 得 
通俗 易 懂 、 津 津 有 了 味 。 欧 拉 13 岁 考 入 瑞士 巴 寨 尔 大 学 ， 师 从 
当时 欧洲 最 出 名 的 数学 家 约翰 : 伯 努 利 。 欧 拉 17 岁 获 硕士 学 
位 ，26 岁 任 数学 教授 。 约 翰 . 们 努 利 对 欧 拉 说 : “我 给 你 上 微 
积分 课时 ， 这 门 学 科 还 是 个 护 子 ， 正 是 您 把 它 带 大 成 人 。” 欧 
拉 是 以 下 数学 符号 的 发 明 人 

f(z): 表示 目 变 量 工 的 函数 

e; 表示 自然 对 数 的 底 

r; 表示 圆 半径 

> : 表示 连 加 求 和 

i: 表示 v -1 
他 首创 的 公式 

er 二 1=0 
联系 着 数学 中 最 重要 的 五 个 常数 0，1，i，e，x。 他 还 机 智 
地 解决 了 哥 尼 斯 煲 七 桥 问 题 ， 从 而 创立 了 图 论 ， 又 在 图 论 中 建 
立 了 凸 多 面体 欧 拉 公式 
vy—é+$=2 

其 中 y 是 顶点 数 ，s 是 边 数 ，$ 是 面 数 ， 欧 拉 的 成 果 如 此 之 
多 ， 以 至 于 几乎 数学 的 每 个 分 文 都 有 他 的 重要 成 采 。 

28 岁 ， 欧 拉 右 眼 失 明 ，56 岁 时 ， 左 眼 也 失明 了 1! 吏 像 音 
乐 家 贝多 芬 失去 听力 一 样 ， 一 个 靠 眼 睛 读书 写 文 章 的 数学 家 了 欧 
拉 却 是 一 个 盲人 ! 但 是 欧 拉 有 孜孜 不 倦 的 毅力 、 罕 见 的 育 精 会 
神 的 能 力 和 惊人 的 记忆 力 ， 失 明 并 没有 对 他 的 研究 造成 太 大 的 
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障碍 ， 他 依靠 超常 的 记忆 ， 甚 至 在 最 嘲 杂 的 扰乱 之 中 仍 能 高 度 
集中 地 从 事 创造 性 工作 ， 口 述 他 的 新 成 果 或 在 大 石板 上 写 下 他 
创造 的 新 公式 ， 让 子女 或 学 生 替 他 写 在 笔记 本 上 。 他 在 世 时 出 
版 发 表 530 本 书 和 论文 ， 死 后 遗留 的 手稿 47 年 间 不 断 地 在 芭 
彼得 堡 科学 院 学 报 上 发 表 。 他 的 不 朽 著 作 写 成 了 近 百 册 大 四 开 
本 的 《 欧 拉 全 集 》。 

1783 年 9 月 18 日 ， 欧 拉 和 他 的 朋友 研讨 天 王 星 运 动 时 ， 
突然 烟斗 坠 地 ， 有 政 然 中 止 了 生命 。 人 们 无 限 敬 佩 和 悲伤 地 说 ， 
伟大 的 科学 家 欧 拉 计 算 到 他 生命 的 最 后 一 秒 钟 。 

智者 千 虑 必 有 一 失 ， 即 使 是 欧 拉 这 人 么 天 才 的 人 物 ， 也 有 出 
错 的 记录 ， 例 如 他 猜想 : 对 于 n>2, 一 个 n 次 医 要 表示 成 mn 
次 寡 的 和 ， 至 少 要 n 个 加 数 。1966 年 有 人 用 电子 计算 机 提出 
反例 

275 +845+110 +133=144° 

欧 拉 还 对 他 同时 代 的 数学 家 开 过 如 下 的 玩笑 : 在 实数 范围 
内 任 取 一 数 x 了 关 0， 因 为 (一 z= zx， 所 以 log (一 x ) = 
logx“， 从 而 2log (一 xX) =2logz， 于 是 log (~ x) = logzx, 
但 负数 在 实数 范围 内 无 对 数 ，x 关 0 时 ，zz 与 -xz 中 必 有 一 个 
是 负数 ， 所 以 不 能 号 log (一 x) =logx。o 

一 个 正确 的 命题 是 : 若 x 是 非 零 实数 ， 则 logz” = 
2log| x |。 

欧 拉 用 上 述 玩笑 提醒 人 们 计算 或 证 明 时 一 定 要 首先 审查 是 
和 否 符合 公式 要 求 的 条 件 ， 对 于 细节 一 点 也 不 能 马 席 。 

1673 年 ， 有 人 问 莱 布 尼 效 


1 1.1 
1+73+ 广 + J2+ =? 


玉 布 尼 效 算 不 出 来 ， 让 雅 各 布 . 伯 努 利 来 算 ， 伯 努 利 也 无 计 可 


施 。 欧 拉 真 老道 ， 真 巧妙 ， 他 算出 来 这 个 题 的 答 数 为 态 。 欧 
拉 的 解法 如 下 : 
因为 
sinz =z—37 + aT — (25.1) 
对 于 z 关 0， 而 使 得 sinz =0 的 = 为 +r， +2r，+3r，…， 这 
时 用 > 去除 (25.1)， 对 于 这 些 > = 士 kz, 


SImz 之 之 之 多 
> 一 + 一 一 全 十 之 一 …= 
z 1 3t5T 71+o 0 
邻 ww= xz?， 则 
ww ww 


此 方程 根 的 倒数 和 为 一 次 项 系数 的 负 值 ( 韦 达 定 理 )， 即 


#4 汉 和 汉 击 


于 是 得 
1 1 1,._x 
用 上 述 技巧 ， 欧 拉 又 求 得 
1 1 1 rx 
1] 3 二 2 -8g 
事实 上 (sinz) =cost,， 义 
| zZ3 x x ?9 
Sr TTT Ts 7 tor 
把 上 式 对 x 求 导 得 
2 4 8 
cos 工 = 开关 十 沁 一 和 十 之 一 (25.3) 


2! 4! 6 8! 


152 


第 二 十 五 回 (》 欧 拉 柯 西 众 贤 加 固 微 积分 ”外 尔 斯 特 拉 斯 力 驶 伯 克 莱 


cosz =0 的 根 为 z= + 人 + k=0,，1,，2,…: 


2 
2 
今 w= x 1 fi + “… 二 0, 各 根 倒数 之 
和 为 广 ， 即 
13 1 |? 1 2 1 )? 
区 | +|3xrl +|5x| +|7x| + = 
2 2 2 2 
1 
方 + 及 + 划 + 坟 + 训 + - 芝 (25.4) 
如 果 问 
1 1 1 1 1 
1 1 
由 于 
芝 1 1 1 LI T_T 2 2 2 
8 12 32 52 2 十 》 8 “4 
1 1 1 1 
6 一 1 22735 
于 是 (形式 地 ) 得 
mr | 2 2 2? | 
一 一 一 二 一 二 十 一 十 一 十 一 十 
4 6 12 “ 3 5 7 
1 1 1 1 
-1+ 廊 + 吝 + 吉 + 吉 +…| 


从 上 面 这 些 计 算 ， 我 们 可 以 欣赏 到 欧 拉 的 神出鬼没 的 计算 
高 招 。 数 学 史家 说 欧 拉 进行 微 积分 运算 就 像 我 们 呼吸 空气 一 样 
地 目 由 和 轻易 。 

对 微 积分 的 建设 出 了 很 多 力 的 另 一 位 历史 功臣 是 法 国 大 数 
学 家 柯 西 (1789 一 18$7)， 他 是 19 世纪 前 半 叶 最 杰出 的 数学 分 


析 〈 微 积分 与 复 变 函 数论 ) 专家 。 柯 西 是 巴黎 理工 大 学 道路 桥 
梁 专 业 的 毕业 生 ， 毕 业 后 当 了 一 名 建筑 工程 师 ， 但 他 对 数学 比 
对 搞 建 筑 更 有 兴趣 ， 在 大 数学 家 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 的 襄 励 之 
下 ， 他 断然 放弃 土木 工程 的 优厚 待遇 ， 深 入 自修 数学 ， 熟 读 了 
拉 普 拉 斯 的 名 著 《天体 力学》 和 拉 格 朗 日 的 《解析 函数 论 》 等 
当时 的 顶尖 专著 。1816 年 ， 柯 西 工程 师 终于 应 聘 就 任 巴 黎 大 
学 等 名 牌 大 学 的 教学 教授 职位 。 事 实 上 ， 柯 西 从 小 就 是 超 毅 少 
年 ， 一 日 柯 西 父亲 的 好 朋友 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 来 柯 西 家 做 
客 ， 两 位 大 数学 家 第 一 次 见 到 童年 的 柯 西 正 跪 在 地 板 上 玩 积 
木 ， 他 的 堆 圣 技术 很 有 数学 意义 ， 两 位 大 师 笑 道 ,“ 这 小 子 将 
来 是 个 了 不 起 的 人 物 。” 要 知道 这 两 位 “L” (法 国 历史 上 有 4 
位 大 数学 家 拉 格 朗 日 (Lagrange，1736 ~ 1813)， 拉 普 拉 斯 
(Laplace，1749 一 1827)， 勒 让 德 (Legendre，1752 一 1833) 和 
勒 风 格 (Lebesgue，1875 一 1941)， 号 称 数学 名 家 4L) 是 不 会 
轻易 说 人 好 话 的 ， 他 们 对 人 的 才能 要 求 很 严 ， 看 人 看 得 很 准 。 
柯 西 的 才智 被 他 们 一 眼看 穿 ， 柯 西 后 来 果真 成 了 了 不 起 的 大 数 
学 家 。 有 一 个 “巴黎 纸 贵 ”的 故事 ， 说 的 是 年 轻 的 柯 西 癌 巴黎 
科学 院 学 报 投稿 的 数学 论文 如 此 之 多 ， 如 此 之 快 ， 使 得 印刷 三 
为 了 印 制 这 些 论 文 抢购 了 巴黎 市 所 有 纸 店 的 存货 ， 使 得 市 面 上 
纸张 短缺 ， 纸 价 大 增 ， 印 刷 厂 成 本 上 升 ， 于 是 科学 院 通 过 决 
议 ， 以 后 发 表 论 文 每 篇 篇 幅 不 得 超过 4 页 。 柯 西 不 少 长 篇 论文 
不 能 在 本 国 发 表 ， 只 能 改 投 别 国 刊物 ， 他 的 论文 不 仅 具 有 创 井 
性 ， 而 且 数 量 巨 大 ， 是 数学 史上 仅 次 于 欧 拉 的 第 二 个 “高 产 
户 "”。《 柯 西 全 集 》 大 四 开本 共 24 册 ; 柯 西 发 表 论文 789 篇 ， 
还 有 多 部 专车 。 
柯 西 对 微 积分 的 建设 主要 有 以 下 几 个 方面 : 
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(1) 给 出 导数 定义 
_ hm ff (x+Ax) -ff (x) 
f(z) = A 


AX 

(2) 给 出 定 积 分 的 定义 

柯 西 说 :“ 设 函数 y= f(z) 关于 变量 z 在 两 个 有 限界 限 
Zz=Z0 与 =X 之 间 连续 ， 我 们 用 Xl1，X2，"…， Xs -1 来 表示 
zx 的 位 于 两 个 限 之 间 的 一 些 值 ， 且 是 递增 的 或 是 递减 的 。 我 们 
用 这 些 值 把 X- xo 划分 成 元 素 

Z1 一 Z0，Z2 一 1 3 一 Z2， “XT 

这 些 元 素 都 有 相同 的 符号 ， 我 们 把 每 个 元 素 与 该 元 素 左 端 所 对 
应 的 水 数值 A (z) 相 乘 ， 即 元 素 zl - zo 乘 以 f(zx0)，zx2 一 
| 滋 以 / (zx1), 3 元 素 X- zl1 乘 以 f (Xn -1), 议 

S= (zl-Zzo) f (zxo) + (zx2— x1) f (x1) + 

二 《和 一 -1) f (xn-1) 

显然 S 依赖 于 ， 

中 兰 被 分 成 的 元 素 个 数 n。 

G 这 些 元 素 的 值 ， 从 而 也 就 依赖 于 所 采用 的 划分 方法 。 

如 有 果 这 些 元 素 的 值 变 得 非常 小 而 数 ” 变 得 非常 大 ， 那 么 
划分 方法 对 S 的 值 将 没有 实质 性 影响 。 

这 样 ， 如 果 我 们 让 这 些 元 素 的 值 随 着 它们 的 个 数 的 无 限 增 
加 而 无 限 减 小 ， 那 么 就 一 切实 用 的 目的 而 言 ，S 值 最 终 将 变 成 
贡 数 ， 或 者 说 ， 它 最 终 将 达到 一 个 确定 的 极限 ， 这 个 极限 值 仅 
依赖 于 函数 y= f(z) 和 边界 值 z 与 X， 这 个 极限 叫做 定 积 

这 是 历史 上 首次 摆 出 的 积分 定义 ， 现 在 中 学 与 大 学 的 微 积 
分 教学 当中 ， 教 材 上 写 的 定 积分 定义 ， 你 仔细 推荐 一 下 ， 不 就 
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是 柯 西 这 个 首创 定义 的 “翻版 ” 吗 ? 只 不 过 是 改 了 一 些 表述 用 
字 ， 变 得 更 紧凑 一 些 轩 了 。 柯 西 的 功劳 真 大 ， 谢 谢 柯 丁 。 

(3) 微 积分 基本 定理 

柯 西 说 ;“ 在 定 积 分 


中 ，f (xz) 连续 ， 我 们 又 假设 两 限 之 一 ， 例 如 X 可 以 变化 ， 
积分 值 本 身 也 将 随 X 的 变化 而 变化 。 如 果 用 z 来 代替 这 个 现 
在 已 成 为 可 变 的 积分 限 X， 我 们 就 得 到 一 个 新 函数 ， 设 这 个 新 


函数 为 F (z)， 即 F (z) = | 7 (z) dz。 可 以 推 得 


元 


| 7 (zx) dz = | 7 (zx) dx- | f (zx) dz 


= [(z+a) -zj f(xr+0 (rt+a— 人 Zz)) 
ar (xX+Oa), O00<1 


于 是 
F (xt+a) -ff (x) =af (x+ 0a) 
一 (过 + ga) 
令 a 一 0 得 


F (xz) =f (xz) 
这 样 | f(z) dz 作为 z 的 函数 F(x)，f (zx) 为 这 个 函数 


F(z) 的 导数 ”。 

上 面 这 段 话 就 是 我 们 现在 大 中 学 课本 中 微 积 分 基本 定理 微 
分 形式 的 表述 。 

稍 加 改写 ， 则 得 积分 形式 的 微 积 分 基本 定理 : 
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事实 上 ， 由 于 FF (x) = | f(z) dz， (x) 是 [xo， 
X] 上 连续 函数 ， 则 | 
F (X) = | f(x) dz，F (zo) =0 


于 是 
| 7 (z) dr=F (X) -F (zo) 


这 不 就 是 计算 定 积 分 的 基本 公式 吗 ， 其 中 F” (z) = 了 (x)。 

数学 史上 的 才子 ， 后 生 阿 贝尔 赞叹 柯 西 “ 是 数学 史上 最 懂 
得 霸 样 对 待 数学 的 人 。 

微分 学 的 核心 概念 导数 和 积分 学 的 核心 概念 定 积 分 都 是 用 
极限 定义 的 ， 第 二 次 数学 危机 也 是 由 于 牛顿 与 菜 布 尼 效 事先 来 
不 及 建立 严格 的 极限 理论 闹 出 的 漏洞 。 到 底 应 该 如 何 定义 极 
限 ， 从 而 使 整个 微 积分 的 理论 和 逻辑 系统 完备 化 ， 克 服 诸多 不 
够 严格 的 瑕 竟 ， 彻 底 平 息 第 二 次 数学 危机 呢 ? 德 国 的 伟大 数学 
家 魏 尔 斯 特 拉 斯 (1815 一 1897) 完成 了 这 一 伟业 ， 为 数学 科学 
造 了 福 。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 的 父亲 希望 儿子 长 大 后 去 做 普鲁士 的 文官 ， 
看 起 来 欧洲 人 过 去 也 流行 “学 而 优 则 仕 ” 的 陋习 。1834 年 ， 
魏 尔 斯 特 拉 斯 考 入 波恩 大 学 管理 系 ， 但 他 根本 不 喜欢 其 父 为 他 
选择 的 这 种 专业 ， 在 校 期 间 他 自学 了 拉 普 拉 斯 的 名 著 《 天 体力 
学 》 和 雅 可 比 的 名 著 《 椭 圆 函数 新 理论 基础 》， 所 谓 椭 圆 函 数 
是 指 函 数 


= | 站 一 一 全 一 一 
0 Vy(1—z°) (1 一 有 2t2) 
的 反 沙 数 ， 记 之 为 w= sn (xz, 上) 
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1838 年 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 主动 放弃 可 以 到 手 的 法 学 博士 学 
位 ， 他 对 数学 入 了 迷 ， 锅 然 离开 波恩 大 学 ， 为 了 得 到 更 多 的 目 
由 研究 数学 的 时 间 ， 他 去 做 了 一 所 文科 初级 中 学 的 教员 ， 教 过 
孩子 们 历史 、 地 理 、 书 法 、 植 物 和 体育 等 各 种 科目 ， 只 为 争取 
到 更 多 的 业余 时 间 和 赚 点 伙食 费 ， 以 便 聚 精 会 神 地 研究 数学 科 
学 。 

1854 年 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 著名 杂志 《纯粹 与 应 用 数学 末 
志 》 上 发 表 了 一 篇 关于 函数 论 的 文章 ， 这 篇 出 自 一 位 无 名 初中 
教员 之 手 的 文章 立刻 引起 欧洲 数学 界 的 又 动 ， 大 数学 家 刘 维 尔 
这 篇 文章 是 “数学 当中 划时代 的 工作 之 一 "”。 哥 尼斯 堡 大 学 
因此 授予 魏 尔 斯 特 拉 斯 荣誉 博士 学 位 ， 在 学 位 授予 大 会 上 ， 哥 
尼斯 堡 大 学 的 校长 在 祝词 中 当 着 来 自 欧 洲 各 国 的 众多 有 名 数学 
家 说 : “ 魏 尔 斯 特 拉 斯 不 仅 是 德国 一 所 初级 中 学 的 老师 ， 而 且 
他 是 我 们 大 家 的 老师 。” 那 时 他 已 经 40 多 岁 ， 才 开始 得 到 数学 
界 的 承认 。 他 很 快 被 聘 为 柏林 大 学 数学 教授 ， 后 任 柏 林 大 学 校 
长 ， 柏 林 科 学 院 院 士 。 他 的 一 生 除 了 对 数学 科学 贡献 了 众多 头 
等 的 创造 性 成 果 之 外 ， 还 是 一 位 模范 的 大 学 老师 ， 培 养 了 很 多 
出 类 拔 芋 的 数学 家 。 例 如 来 自 俄国 的 柯 瓦 列 夫 斯 卡 婚 ， 就 是 魏 
尔 斯 特 拉 斯 的 早期 得 意 门生 之 一 。 

柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 〈1850 一 1891)， 莫 斯 科 人 ， 当 时 的 沙 星 
农奴 制 ， 女 孩子 没有 受 教育 的 权利 。 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 靠 自 学 修 
完 高 中 的 全 部 课程 ， 想 报考 彼得 堡 大 学 ， 被 校方 拒绝 报名 ， 只 
得 在 家 里 继续 自学 高 等 数学 。 听 说 西欧 可 能 招收 部 分 女生 ， 柯 
瓦 列 夫 斯 卡 娅 请 邻居 一 位 叫做 柯 瓦 列 夫 斯 基 的 莫斯科 大 学 生物 
系 的 毕业 生 帮 忙 ; 当时 这 位 男生 正 准 备 去 西欧 出 国 深造 ， 柯 瓦 
列 夫 斯 卡 娅 请 他 与 自己 到 教堂 演出 一 场 假 婚礼 ， 以 便 以 “ 障 
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读 ” 名 义 办 出 国手 续 。 这 位 生物 系 的 同学 是 一 位 好 心 人 ， 答 应 
了 柯 昂 列 夫 斯 卡 娅 的 要 求 。 如 此 ， 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 取道 欧洲 ， 
考 入 德国 海德 堡 大 学 。1870 年 ， 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 仰 莫大 数学 
家 魏 尔 斯 特 拉 斯 ， 决 心 去 柏林 大 学 上 学 ， 可 恨 当 时 柏林 大 学 不 
收 女 生 ， 这 件 事 被 海 人 不 倦 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 昕 说 了 ， 他 立即 唤 
来 这 位 来 目 俄国 的 女孩 子 ， 出 难题 对 她 进行 考试 ， 发 现 这 个 孩 
子 确实 数学 天 分 不 俗 ， 便 决定 收 下 这 位 学 生 ， 在 自己 家 里 为 柯 
瓦 列 夫 斯 卡 娅 开设 只 有 一 位 学 生 听课 的 班级 。 经 过 一 师 一 生 4 
年 的 科班 教学 ， 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 不 仅 学 完了 柏林 大 学 数学 系 的 
全 部 谍 程 ， 而 且 还 写 出 三 篇 科研 论文 。 这 位 没有 大 学 正式 文凭 
的 24 多 女孩 写 的 这 三 篇 文章 的 任何 一 篇 ， 都 达到 了 数学 家 的 
水 准 。 为 报答 柯 瓦 列 夫 斯 基 当 年 带 她 出 国 的 知 遇 之 恩 ， 这 位 天 
才 美 丽 的 寻 女 真 的 嫁 给 了 柯 瓦 列 夫 斯 基 ， 且 名 日 柯 瓦 列 夫 斯 卡 
娅 ， 在 魏 尔 斯 特 拉 斯 作为 主 婚 人 的 隆重 的 真 婚礼 上 成 了 家 。 

柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 是 偏 微分 方程 理论 的 英 基 人 之 一 ， 又 解决 
过 难 住 包括 拉 格 明日 等 大 数学 家 在 内 的 众多 数学 家 上 百年 的 号 
称 “ 数 学 水 妖 ” 的 难题 ， 这 是 一 个 研究 刚体 绕 和 定点 转动 的 问 
题 ， 柯 所 列 夫 斯 卡 娅 在 她 提供 的 悬赏 论文 的 密封 式 封面 上 只 签 
普 了 这 人 么 一 铝 话 : 

“说 你 知道 的 话 ， 做 你 应 做 的 事 ， 成 为 你 想 做 的 人 。” 
巴黎 科学 院 院 长 皮 埃 尔 : 杨 森 评价 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 的 获奖 成 果 
思 说 : “当今 最 辉 烛 、 最 难得 的 荣誉 的 桂冠 ， 落 在 一 位 女孩 子 
头 上 。 本 科学 院 的 成 员 们 发 现 ， 她 的 工作 不 仅 证 明 她 拥有 广博 
深刻 的 科学 知识 ， 而 且 显 示 了 她 巨大 的 创造 性 才智 。” 

柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 不 仅 是 一 位 杰出 的 数学 家 ， 而 且 是 一 位 文 
笔 贷 表 秀 的 文学 家 ， 她 的 小 说 《童年 的 回忆 》 和 《一 个 女 虚无 
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主义 者 》 以 及 剧本 《为 幸福 而 斗争 》 译 成 了 各 种 文字 ， 流 传 至 
今 ， 反 映 了 她 政治 上 进步 的 民主 主义 思想 和 对 封建 专制 的 异 
王 。 

1891 年 41 岁 的 天 才 数 学 家 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 因 肺炎 类 年 午 
逝 ， 她 生前 是 数学 史上 第 一 位 女 博士 ， 第 一 位 女 院 士 ， 曾 长 期 
担任 瑞典 斯 德 哥 尔 摩 大 学 教授 ， 俄 国 科学 院 院士 ， 末 获 过 巴黎 
科学 院 的 大 奖 。1948 年 《 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 全 集 》 出 版 ，1950 
年 ， 莫 斯 科 和 斯 德 哥 尔 摩 分 别 举行 隆重 纪念 大 会 ， 纪 念 柯 见 列 
夫 斯 卡 娜 媳 搬 100 周年 。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 与 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 情 同 父 女 的 师 生 关系 ， 瑟 
数学 史 和 教育 史上 的 佳话 ， 值 得 每 一 位 教师 学 习 。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 被 誉 为 “现代 分 析 之 父 ” ， 他 的 关于 极限 的 
“e-6” 定 义 可 以 说 拯救 了 微 积 分 ， 现 代 任 何 一 本 讲 微 积分 的 书 
上 的 如 下 的 极限 定义 ， 就 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 首先 给 出 的 : 

设 函 数 y= f(z) 在 zo 的 某 个 “去 心 邻 域 ”内 有 定义 
(在 x=xo 函数 y= (x) 未 必 有 定义 )， 对 于 任 给 的 e>0， 
存在 6=6 (e) >0, 使 得 当 


0< | 工 一 zol < 

时 成 立 不 等 式 
If (x) -Al<e 

则 称 A 是 函数 f (xz) 当 >x 趋 于 xzo 时 的 极限 ， 记 成 
f(z) =A 


用 魏 尔 斯 特 拉 斯 创立 的 这 个 极限 的 定义 ， 可 以 干净 利落 地 
排除 第 二 次 数学 危机 。 
事实 上 ， 按 柯 西 关于 导数 的 定义 ， 对 于 函数 y= 妃 ，7 是 
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大 于 1 的 目 然 数 ， 则 
‘lim(zto)" -zr nl (25.5) 


> 0 一 人 0 ed 
这 里 。 可 以 写成 Az。 按 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 “e-8” 定 义 ， 和 欲 证 
(25.5) 式 成 立 ， 即 往 证 以 o。 为 变量 的 函数 +92 一 三 (在 


(25.5) 的 极限 过 程 中 ，z 视 为 暂 固 定 的 量 ，( 世 + 9》 一 下 只 
是 自 变量 为 o。 的 一 元 函数 /(o)) 当 。 趋 于 0 时 的 极限 是 
nz 1 (nz”-! 相 当 于 定义 中 的 A，0 相当 于 定义 中 的 z0)。 这 
个 函数 / (o) = 和 + 中 一 本 在 。=0 的 一 个 去 心 名 域内 有 定 
义 ， 对 于 任 给 的 e >0， 我 们 来 找 一 个 8S>0， 使 得 6 满足 要 求 ; 
当 0<|o-0I<9 时 

(r+o)" -x -1 一 。 


nx 
OD 


由 于 (z+ 0)" r= nar to + 在 不 
等 式 0<|o|<6 的 约束 之 下 ， 注 意 |o| >0， 所 以 o。 可 以 做 分 
母 ， 做 除法 ， 于 是 


_ 2 
To) TT nl nl 
0 2 
nn -2 -1 
< olte + hol 
欲 使 
1 一 -2 -1 
7 0 十 … 十 0” | <* 
只 需 
M llol+lol*+.…+|ol”* !] <e (25.6) 


2 
其 中 M 是 一 x” ?ot+*…+o0" 1go， 0 ， …，0” 的 系数 的 
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最 大 值 ， 则 M 之 1; 不 妨 设 0<e<1。 
， we sa — E 
1， 当 0 之 |o|<<6 时 ， 
M [lol+|ol*+:…|lol” '] 


MO DM MD 
n 一 1 项 
即 (25.6) 式 成 并 。 
对 于 n=1 的 情形 ， 当 o 关 0 时 
(二 ol) 一 并 -1 


如 
这 时 (z) =1 
由 上 述 推导 ， 根 据 魏 尔 斯 特 拉 斯 “es-6” 的 极限 定义 得 
(25.5) 成 立 。 
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〇 第 二 十 六 回 
伯 努 利 摆 揪 征 解 速 降 线 
牛 汪 欧 应 战 创 立 变 分 法 


1696 年 6 月 ， 瑞 士 数 学 家 约翰 : 伯 努 利 (Johann Bernoulli， 
1667 一 1748) 在 《教师 学 报 》 上 提出 脸 炙 人 口 的 所 谓 “ 速 降 
线 ” 问 题 ; 

A，B 两 点 不 在 同一 铅 直 线 上 ，A 点 较 高 ， 求 路 径 
AMB， 使 得 动 点 M 在 自身 重力 作用 下 沿 此 路 径 由 A 点 滑 至 B 
点 所 耗 时 间 最 少 。 

这 是 一 个 人 人 都 听 得 懂 的 实际 问题 ， 从 求 路 径 〈 即 一 条 满 
足 所 述 条 件 的 曲线 ) 来 看 ， 此 题 似 有 几何 问题 的 味道 。 从 动 点 
运动 用 时 最 少 来 看 ， 此 题 似 有 物理 问题 的 味道 ， 伯 努 利 评价 说 
这 是 一 个 难 解 而 有 用 的 挑战 性 问题 ， 谁 有 办 法 解决 这 一 问题 ， 
即 可 扬名 于 天 下 ， 建 立 不 朽 的 丰碑 。 他 激励 当代 所 有 的 几何 学 
家 不 服气 者 可 以 来 比试 一 番 。 当 有 人 问 伯 努 利 ， 使 尽 浑 号 解 
数 ， 全 力 以 赴 攻 克 这 一 问题 之 后 ， 会 得 到 什么 奖赏 ， 们 努 利 生 
气 地 说 ， 当 然 不 奖 黄金 ， 也 不 奖 日 银 ， 满 手 铀 内 的 人 我 们 不 相 
信 他 有 能 力 给 出 这 个 问题 的 答案 。 我 们 认为 名 声 和 美德 是 最 高 
的 奖赏 ， 解 出 上 述 速 降 线 问题 者 得 到 的 是 神圣 的 由 订 誉 与 赞美 
做 成 的 桂冠 。 伯 努 利 还 指出 ， 这 一 问题 暴露 了 普通 几何 学 的 局 
限 性 ， 应 该 由 此 题 为 契机 ， 创 造 一 种 新 的 数学 方法 。 

问题 提出 不 到 半年 ， 伟 大 的 物理 学 家 和 数学 家 就 给 出 了 一 
种 极其 精美 的 解法 : 
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设想 一 道光 线 以 速度 vi 从 A 点 射 至 P 点 而 进入 光 密 媒 
质 ， 之 后 以 < ml 的 传播 速度 在 光 密 媒质 里 射 到 B 点 ， 则 从 
A 到 B 用 时 为 


T= 一、 t+ b+ (c—-x) 
1 2 


风 图 20-1。 


图 26-1 


又 光线 对 路 线 有 选择 性 ， 它 选 耗 时 最 短 的 路 线 行 进 ， 即 


dT _ 
jz 一 0， 于 是 


TT CC 之 — 
v1 Va +zx” vy Vb+ (c-xrx) " 
此 式 即 折射 定律 


sinal _ Sina2 
Ul U2 


牛顿 不 愧 为 六 物理 学 家 和 微 积 分 的 创造 者 ， 他 把 物理 与 微 
积分 相互 联系 得 珠联璧合 。 
各 有 多 层 媒 质 ， 则 有 
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Sinal Ssina2 Ssina3 sina,, 


Ui [oy U3 UO, 
当 各 层 厚度 的 最 大 值 趋 于 零 时 ， 则 有 
ae jp。 (常数) 
设想 动 点 M 如 光 类 似 地 从 A 起 按 最 省 时 间 地 滑行 到 B 
点 ， 路 征 为 y=y (x)， 见 图 26-2。 


OO x 


| 
4 
Th 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


图 26-2 


由 于 S08 = &， 又 由 导数 定义 


d 
7 tanp 


以 及 sina = cosB = y 二 一 二 得 


an 有 


1 
vk = 于 Ty Cr) (26.1) 


由 能 量 守 恒定 律 得 


] 2 
了 7 = mgy 


v= /2gy (26 ,2) 
(26.2) 代入 (26.1) 得 


1 
2g = TF Ty CF 


两 端 平方 得 
| 
“BWR TT (Cy (C7) 
y [1+ (y (zx))’] pit 

即 所 求 路 径 y = y (xz) 满足 方程 

y [1+ (y (x))] =C (26 .3) 
其 中 C= 7 求 得 一 阶 常 微分 方程 (26.3) 的 解 ， 即 为 欲 
求 的 速 降 线 。 


方程 (26.3) 的 解法 过 一 会 儿 就 讲 。 

据说 牛顿 是 在 一 天 夜间 梦 醒 后 产生 了 思路 ， 用 了 一 个 小 时 
给 出 上 述 解答 的 。 他 匿名 发 表 了 他 的 关于 速 降 线 的 解答 ， 所 主 
约翰 : 伯 努 利 阅读 了 不 知 是 何人 所 为 的 这 种 解法 后 ， 佩 服 得 五 
体 投 地 ， 对 哥哥 雅 各 布 . 伯 努 利 说 :“ 我 们 周围 有 一 头 科 学 的 雄 
狼 ， 这 篇 关于 速 降 线 的 论文 ， 只 是 他 露出 的 一 条 尾巴 。 

1697 年 春天 ， 在 《教师 学 报 》 上 发 表 了 好 几 个 关于 速 降 
线 的 解答 ， 其 中 有 伯 努 利 兄 弟 的 两 篇 ， 莱 布 尼 效 和 洛 必 达 各 一 
篇 。 以 牛顿 的 那 篇 的 解法 最 为 精彩 易 懂 ， 难 怪 17 世纪 欧洲 流 
传 着 下 面 家 喻 户 晓 的 诗句 : 
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末 宙 和 和 它 的 秘密 隐藏 在 黑 瞳 之 中 ， 
上 帝 通知 ; 

生出 牛顿 吧 ， 

一 切 将 会 变 成 光明 。 

牛顿 和 阿 基 米 德 、 高 斯 合成 古今 三 大 数学 之 王 。 

随 着 速 降 线 等 问题 的 研究 解答 ， “一 种 新 的 方法 ”确实 创 
造 了 出 来 ， 这 种 新 的 数学 方法 名 昌 “ 变 分 法 ”。 在 这 个 数学 分 
冯 上 作 了 开创 性 工作 的 人 物 有 牛顿、 莱 布 尼 北 、 但 努 利 、 欧 拉 
和 拉 格 明日 等 大 数学 家 。 伯 努 利家 族 的 约 得 与 雅 各 布 是 其 中 的 
骨干 分 子 。 

17 到 18 世纪 ， 珊 士 的 伯 努 利家 族 子孙 多 人 对 数学 做 出 了 
重大 贡献 ， 伯 努 利家 族 是 科学 史上 最 著名 的 科学 世家 之 一 ， 他 
们 的 家 族 中 有 众多 有 非凡 本 领 的 数学 和 物理 学 家 。 

唱戏 的 、 行 医 的 、 画 画 的 、 演 杂技 的 或 功 于 书法 的 ， 那 些 
宙 有 一 是 技艺 性 的 行当 ， 往 往 出 现 父 传 子 ， 子 传 孙 的 “xx x 世 
家 "， 但 以 逻辑 思维 为 主 的 数学 家 极 少 有 子 承 父 业 ， 其 父 是 大 
数学 家 ， 其 子 亦 是 著名 数学 家 的 家 族 ， 而 瑞士 巴塞 尔 的 伯 努 利 
家 族 则 是 罕见 的 数学 世家 。 这 个 家 族 的 祖辈 尼 古 拉 . 伯 努 利 为 
了 逃避 天 主教 的 迫害 从 荷兰 迁居 比利时 ， 又 从 比利时 流亡 到 瑞 
士 的 巴 赛 尔 。 瑞 士 是 个 爱好 和 平 、 热 爱 科 学 文化 的 国度 ， 巴 塞 
尔 大 学 是 欧洲 最 古老 最 著名 的 大 学 之 一 ， 巴 塞 尔 可 谓 人 杰 地 
灵 ， 科 学 天 国 。 尼 十 拉 . 们 努 利 到 巴塞 尔 之 后 ， 有 幸 和 一 位 有 
教养 的 大 家 图 秀成 了 亲 ， 从 此 到 20 世纪 30 年 代 ， 伯 努 利 家 族 
的 后 代 男儿 120 多 位 ， 近 半数 是 优秀 人 物 ， 其 中 有 学 者 、 教 
授 、 艺 术 家 、 行 政 官 员 等 等 ， 载 入 史册 者 大 有 人 在 。 特 别 是 数 
学 家 ， 在 这 个 家 族 中 有 几 十 位 之 多 ， 他 们 对 微 积 分 等 学 科 的 发 


展 起 到 了 举足轻重 的 作用 。 例 如 雅 各 布 : 伯 努 利 和 约翰 . 伯 努 利 
两 兄 采 ， 是 继 牛 顿 、 羔 布 尼 效 之 后 17 世纪 两 位 最 重要 的 微 积 
分 建设 者 。 其 中 约翰 : 伯 努 利 是 数学 大 师 欧 拉 的 老师 。 哥 哥 鸦 
各 布 : 但 努 利 聪明 绝 项 ，1691 年 ， 雅 各 布 . 伯 努 利 研究 了 下 面 
有 趣 的 几何 问题 . 

在 平面 上 求 到 相距 为 2a (a >0) 的 两 个 定点 距离 之 积 等 
于 a“ 的 动 点 的 轨迹 。 

雅 各 布 : 们 努 利 把 两 个 定点 取 为 4A (-a，0) 与 B (a, 
0)， 见 图 26-3， 则 动 点 PP 到 两 点 A 与 B 距离 之 积 为 


V(x-a) ty (rta) +y =a 


了 
P(X,y) 


图 26-3 


化 简 得 P 点 的 坐标 《x，y) 满足 方程 

(x +y)—2a° (x*—y) =0 (26.4) 
为 了 画 出 此 曲线 的 图 像 和 讨论 它 的 性 质 ， 方 程 (26.4) 很 不 好 
用 ， 为 此 ， 雅 各 布 . 伯 努 利 破 天 蕊 人 蚀 立 了 极 坐 标 ， 他 用 一 个 点 
到 原点 的 距离 p 和 该 点 与 原点 连 线 与 x 轴 的 夹 角 9 来 确定 该 点 
的 位 置 ， 例 如 距 原点 为 1 的 点 已 ， 看 该 点 与 原点 的 连 线 OP 与 
rt 轴 夹 角 ( 逆 时 针 为 正 ) 为 45°， 则 该 点 的 位 置 可 记 成 


| 1， 开 | ; 一 般 而 言 ， 一 个 点 的 位 置 可 用 (p，0) 数 对 来 表 


168 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


第 二 十 六 回 © 伯 努 利 摆 擂 征 解 速 降 线 ” 牛 莱 欧 应 战 创立 变 分 法 


达 ， 其 中 po 则 做 回答，0 叫做 极 角 ，(p，9) 称 为 该 点 的 极 坐 
标 ， 对 于 同一 个 点 P， 其 直角 坐标 (x，y) 与 其 极 坐 标 〈p， 
0) 之 加 有 关系 式 〈 匈 图 26-3) 
X= 0OCOSO 
y= DOSimnl 
于 是 x*+y=p0，x* 一 y= 二 p* (cos 上 0-sin0) = p*cos29， 进 
而 方程 (26.4) 化 成 
0” =2a“cos20 (26.5) 
由 式 (26.5) 知 ，0= 土 才 时 ，p=0， 为 保证 (26.5) 式 
左 闹 po 之 0， 所 求 轨迹 在 四 个 象限 的 角 平 分 线形 成 的 含 x 轴 的 
对 顶 角 内 部 。 由 于 cos20 是 偶 国 煞 ， 即 cos20 = cos (一 20)， 
所 以 所 求 轨 迹 关 于 x 轴 对 称 ， 义 因 cos (x+20) = 一 cos (20)， 
所 以 轨迹 关于 O 点 中 心 对 称 ; 至 此 可 绘 成 它 的 图 像 如 图 26-4 所 
示 。 图 26-4 中 的 曲线 酷似 一 只 别致 的 双 纽 蝴 嵘 结 ， 所 以 数学 家 
们 称 其 为 “ 们 努 利 双 纽 线 ”。 


图 26-4 
雅 各 布 : 们 努 利 还 利用 极 坐 标 全 究 了 下 面 的 动 点 轨迹 : 
动 点 司 zx 轴 正 问 夹 角 等 于 该 动 点 到 原点 距离 的 以 a (a> 
0，a 关 1) 为 底 的 对 数 ， 求 动 点 轨迹 。 
按 他 发 明 的 极 坐 标 ， 此 动 点 应 满足 方程 
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0 = logsp 
于 是 动 点 轨迹 的 极 坐 标 方 程 为 
po 二 Cd (26.6) 
(26.6) 即 数学 史上 著名 的 对 数 螺 线 ， 由 于 a >0，a 关 1， 对 于 
a >1， 汉 动 点 按 逆 时 针 旋 转 时 ，p 是 不 停 地 变 大 ， 见 图 26-5。 


图 26-5 

1691 年 ， 雅 各 布 " 伯 努 利 钱 究 了 如 下 的 上 链 线 问题 ， 

一 条 不 可 伸缩 的 柔软 细 线 ， 把 它 挂 在 两 个 定点 Pi 与 P， 
之 间 ， 求 此 线 在 自身 重力 作用 下 静止 后 的 形状 。 

设 此 细 线 的 最 低 点 为 4&A， 曲 线 的 表达 式 是 图 数 y = 
y (xX)，y 轴 通 过 A 点 ， 见 图 26-6， 又 设 w (*) 是 细 线 的 线 
密度 ， 其 中 * 是 从 A 点 到 点 (x，y) 的 踊 长 ，A 点 处 有 水 平 
张力 To，(z，y) 点 有 张力 工 ， 开 沿 切线 作用 ，T0， 工 与 A 
到 (x，y) 点 间 线 的 重力 达到 平衡 ， 由 此 得 


第 二 十 六 回 抱 伯 努 利 摆 擂 征 解 速 降 线 ” 牛 莱 欧 应 战 创立 变 分 法 


Tceosg = To 


Tsin0 = | w (s) ds= Totan0 = To 于 
0 人 


dy _ d | ds 
To dy=| 4 0 (s) ds | 


y= I+ (Oy 


To 


如 果 w (s) 是 常数 ， 令 a = wi 则 y=y (x) 这 条 曲线 
应 满足 


令 y=z 风 
Oe =a 1+ xz” 
dz 
fT 
两 新 积分 得 


之 二 Sha (x+c1) 


其 中 sh 是 双 曲 正中 ，shz = 。 由 zx=y (x),， 和 = 
0 时 >=0 得 ci=0，>z=shaz; 平移 x 轴 ， 使 得 x =0 时 ，yy 


-二 ， 则 对 > (x) 积分 得 y (x) = 一 char， 其 中 ch 是 双 曲 


Q 


余 绝 ，chaz = ee 


雅 各 布 . 伯 努 利 还 是 概率 论 的 葛 基 者 之 一 ，1713 年 他 的 名 
著 《 猿 变 术 》 出 版 ， 此 书 乃 概率 论 的 开山 经 典 之 一 。 
弟弟 约翰 ' 们 努 利 年 轻 时 被 其 父 送 去 经 商 ， 后 又 学 医 ， 并 
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于 1694 年 获 医 学 博士 学 位 ， 但 他 对 数学 却 情 有 独 钟 ， 在 哥哥 
雅 各 布 . 伯 努 利 指导 下 钼 全 数 学 ， 当 时 法 国 骑兵 大 尉 洛 必 达 
(L”Hospital) 迷 上 了 莱 布 尼 兹 发 明 的 微 积 分 ， 与 雅 各 布 . 伯 努 
利 志同道合 ， 共 同 研 论 ， 洛 必 达 请 约翰 ' 伯 努 利 写 出 世界 上 最 
早 的 一 部 《 微 积 分 讲义 》，1695 年 ， 约 翰 . 伯 努 利 被 聘 为 荷兰 
格 罗 宁 根 大 学 数学 教授 ，1705 年 ， 哥 哥 雅 各 布 . 伯 努 利 去 世 ， 
巴塞 尔 大 学 聘请 约翰 ' 伯 努 利 继任 他 哥哥 的 教授 职位 ，1699 年 
当选 为 法 国 科 学 院 院士 ，1712 年 当选 为 英国 皇家 学 会 会 员 ， 
他 还 是 柏林 科学 院 和 彼得 堡 科学院 名 誉 院士 。 现 在 冠 名 为 “ 洛 
必 达 法 则 ”的 求 分 子 分 母 皆 趋 于 零 的 7 型 极限 的 方法 其 实 是 约 
翰 ' 伯 努 利 首次 发 现 的 一 个 很 好 用 的 算法 。 

约翰 . 伯 努 利 的 孙子 约翰 亚 是 伯 努 利家 族 的 一 颗 明 星 ， 他 
先 学 法 律 ， 后 钻研 数学 ，19 岁 就 被 柏林 科学 院 聘 为 数学 教授 ， 
而 且 在 天 文学 上 贡献 颇 丰 。 伯 努 利家 族 的 血统 具有 亲 和 数 学 的 
内 在 遗传 基因 。 但 是 据 生 理学 家 统计 ， 和 遗传 因素 起 主导 作用 的 
天 才 人 物 不 足 2%。 事 实 上 ， 搬 运 工 与 数学 家 之 间 的 初始 差别 
并 不 像 人 们 想象 的 那么 大 ， 决 定 两 者 不 同 命运 的 是 社会 条 件 ， 
但 伯 努 利家 族 确 为 罕见 的 天 才 世 家 。 

1744 年 ， 约 翰 : 伯 努 利 的 学 生 欧 拉 将 速 降 线 问 题 推 而 广 
之 ， 发 表 著 名 论文 《 求 某 种 具有 极 大 或 极 小 性 质 曲线 或 解 最 广 
义 的 等 周 问 题 的 技巧 ?，1761 年 ， 大 数学 家 拉 格 明日 发 表 《 论 
确定 积分 极 大 和 极 小 值 的 一 种 新 方法 )。 约 翰 : 伯 努 利和 欧 拉 、 
拉 格 朗 日 从 速 降 线 问题 出 发 ， 开 创 了 一 门 叫 做 变 分 法 的 重要 数 
学 分 支 。 

拉 格 半日 〈(Lagrange，1736 一 1813) 生 于 意大利 都 灵 市 ， 
其 父 是 富商 ， 后 破产 没落 为 城市 贫民 。 拉 格 朗 日 谈 到 自己 的 家 
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史 时 不 无 庆 科 地 说 : “ 谢 天 谢 地 ， 上 帝 有 眼 让 我 父亲 的 商业 倒 
闭 ， 不 然 我 只 能 是 一 个 投机 商人 而 与 数学 科学 无 缘 了 !” 

拉 格 明日 17 岁 才 开始 学 习 微 积分 ， 他 入 迷 地 研究 牛顿 与 
莱 布 尼 效 发 明 的 微 积分 ， 如 醇 如 痢 。18 岁 他 独立 地 证 明了 关 
于 两 消 数 之 积 的 n 阶 导数 公式 
[au (Cx) wm Cx) = v0 + CD yD + C2 2) 

十 .十 1 (0) vbn) 
其 中 wv 表示 函数 v(x) 的 i 阶 导数 。 拉 格 朗 日 得 意 地 把 自 
己 的 结论 写 信 告诉 了 欧 拉 ， 欧 拉 回 信和 指出 这 个 公式 50 年 前 已 
由 莱 布 尼 效 证 出 。 此 事 并 没有 使 拉 格 朗 日 感到 沪 吕 ， 他 倒是 很 
有 一 点 日 我 欣赏 之 感 ， 看 到 自己 的 数学 才能 与 莱 布 尼 兹 也 差 不 
了 了 多少 ， 从 此 反而 强化 了 他 一 心 研究 数学 的 志向 。 

拉 格 天 日 从 19 岁 起 研究 变 分 法 ，1756 年 向 柏林 科学 院 提 
交 了 关于 变 分 法 的 研究 报告 ， 在 这 篇 变 分 法 的 开山 之 作 中 破 天 
死 第 一 次 提出 “ 变 分 法 ”这 一 术语 。 

拉 格 明日 19 岁 任 都 灵 皇 家 炮兵 学 院 教 授 ，20 岁 当 选 为 柏 
林 科 学 院 通讯 院士 。 拉 格 庆 日 不 仅 数学 上 成 果 累 累 ， 而 且 是 一 
位 了 不 起 的 天 文学 家 ，1764 年 ， 他 因 正 确 解答 了 月 球 为 什么 
总 是 同一 面 对 关 地 球 这 一 千古 难题 而 获 法 国 科学 院 大 奖 。1766 
年， 他 又 因 解 决 太阳 、 木 星 和 木星 的 四 个 卫星 之 间 的 所 谓 “ 六 
体 运动 问题 ”而 再 次 获得 法 国 科学 院 大 奖 。1772 年 ， 他 的 论 
文 《 论 三 体 问 题 》 与 欧 拉 同时 获奖 ，1774 年 和 1779 年 ， 发 表 
《 论 月 球 长 期 方程 》 和 《由 对 行星 活动 的 试验 来 研究 彗星 的 摄 
动 理论 》 又 获 两 项 大 奖 。 

1766 年 ， 德 国 彰 鲁 士 王 腓 特 烈 大 帝 邀 请 拉 格 朗 日 到 柏林 
任 相 林 科 学 院 物理 数学 研究 所 所 长 。 德 国 国王 在 邀请 信 中 称 拉 
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格 朗 日 是 当时 欧洲 “最 大 的 数学 家 和 最 大 的 天 文学 家 ”。 拉 格 
朗 日 在 代数 、 数 论 和 微分 方程 等 领域 也 成 就 斐然 ， 法 兰 西 学 院 
院 长、 法 国 科学 院 院 士 拉 普 拉 斯 评价 拉 格 朗 日 时 说 : “牛顿 和 
拉 格 朗 日 是 世界 上 对 科学 进展 最 有 功绩 的 人 ， 他 们 能 高 度 地 党 
握 一 般 原 理 、 发 现 科学 实质 的 方法 ， 这 种 方法 能 够 对 抽象 理论 
做 出 罕见 的 最 优美 的 说 明 ， 这 就 是 拉 格 明日 的 特点 。 

1787 年 ， 拉 格 朗 日 接受 法 国 路 易 十 六 国王 的 邀请 到 巴黎 
工作 ， 在 此 后 的 20 多 年 里 ， 他 对 世界 科学 界 贡 献 了 《分 析 力 
学 》、《 解 析 函 数论 》 和 《函数 计算 讲义 》 三 大 名 车。1813 年 4 
月 10 日 ， 这 位 彪炳 科学 史 的 伟大 数学 家 与 世 长 辞 ， 意 大 利 、 
德国 和 法 国 三 国都 为 拉 格 朗 日 举行 了 国家 级 隆重 的 妃 恒 大 会 。 
拿破仑 下 令 收 集 拉 格 朗 日 的 一 切 论文 手稿 和 任何 笔迹 ， 作 为 国 
宝 级 文物 由 巴黎 科学 院 图 书馆 珍藏 。 

回 到 约翰 . 伯 努 利 的 速 降 线 问 题 ， 见 图 26-7， 设 所 求 的 速 
降 线 从 A 点 起 到 B 点 止 ，A 的 坐标 为 (x1，y1)，B 的 坐标 
为 〈《z2， 力 )， 此 曲线 为 y>=y (xz)。 


B(xX2,»») 


图 26-7 
设 一 小 球 沿 曲线 y= y (z) 从 A 点 开始 下 滑 ， 由 能 量 守 
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恒定 律 知 球 在 (x，y (z)) 点 的 动能 与 势能 的 关系 为 
Fmv? = mg (y— 1) 
于 是 在 (x，y (z)) 点 球速 为 
v= V2g (y— yi) 
球 从 A 到 B 的 耗 时 为 
=| /1+ (yy 
1 V28 (y™ yi1) 
其 中 1=14B1，ds= VIT (y dx， 目标 是 求 一 个 满足 下 列 
条 件 的 函数 y= y (zx): 


乒 :_V1I+ (y) dx = 最 小 
1 V28 (yy 一 y1) (26.7) 
y (Xx1) =y1, y (x2) 一 y2 


把 (26.7) 式 一 般 化 ， 就 是 如 何 求 二 次 连续 可 微 函 数 
y=y (Xz), 使 其 满足 
本 (z，y，>y ) dx = 最 小 
“1 (26.8) 
y (ZU =y1, y (zz) = 2 
为 此 取 跨 数 族 
y (rx) =y (zx) tay (zx) 
其 中 ax 和 及 (实数 集 )， 7 (xz) 是 在 [ zl， 2 ] 上 二 次 连续 可 
微 的 图 数 ， 且 7 (x1) =7 (zz) =0，|a|1，y (z) 是 满 
不 (26.8) 式 要 求 的 函数 ， 令 


S(a)= | F(z,y(z) tan(r),y (x) + an (x)) dz 


S (a) 应 在 a=0 时 取 极 小 ， 故 S'(0) =0， 
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[下 全 7) + EE Pz) da 
jd 


一 | ICz)L 3 - re 
由 7 (z) 的 任意 性 知 应 有 


OF(z,y,y) darcyy) 
4 一 (26.9) 
Oy dz Oy 


(26.9) 式 称 为 Euler 方程 
如 果 下 中 不 显 含 zx， 这 时 由 (26.9) 式 得 


各- 
| Ey -dy oF _ Ey + oy 
| dy 3y” 3y” 

下 jy -yy -人 


对 于 速 降 线 ，F (x，y， _ -Yl+ (y) 下 中 不 
(7 9) a Oy 


显 含 z， 故 应 有 ( 取 zx1=0，y1=0) 


0 = 4 [2E, -下 -如 | -0 
dx -Oy dx /2gy /1 (yy V2pgy 


v1l+ (y) 


( ) 
V2gyVL1+ (y) V2gy 
其 中 C 是 常数 
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-V1l+ (y),, 
Vl + (y) ~ 
C V2gyV1+ (y= (y)- [lt+ (y)] = 一 


y [1+ (y’ )“] = (1 


, 1 
Ci 是 常数 ， 令 y (zx)=p(zx), 则 (1+p)y= C1 y= CT 
_ dp 
dy 人 dz 


on 1 
jr P= C1 (1+ p2)>’ dz 2C1 (1+ p22 
再 令 p=tang, dp = 一 上 dp dr = ~20 1 _ 1 udo- 
~ p 4， P=— 0， 1 (1+ p*)* cos’w 
一 2Cicos pdqp, 对 于 qr 一 -5 0Ddp 积分 一 下 得 
Z+C = 一 2Ci| os dy 一 3[- 2 +sin( 一 2p)j+C 
尼 二 [1 十 sint | +C 


y= [1 cos0] 


由 z=0 时 y=0 得 x=0 时 ,9=0, 进 而 C”=0, 最 后 得 
r=al0— sin0| 
y=all— cos0 | 


此 即 速 降 线 的 以 8 为 参数 的 方程 , 它 的 图 像 见 图 26-8。 


这 种 曲 
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线 是 一 个 半径 为 a 的 圆 沿 z 轴 滚 动 时 , 圆周 上 一 点 在 平面 上 扫 
拍 贡 的 轨迹 , 称 其 为 旋 轮 线 。 在 图 26-8 中 , 粗 实 线 的 雁 翅 形 曲 
线 对 于 二 轴 的 对 称 图 形 酷似 故宫 太 和 肤 或 北京 大 学 办 公 楼 大 
屋顶 的 瓦 梳 , 由 速 降 线 的 定义 , 下 雨天 北大 办 公 楼 或 故宫 的 屋顶 
上 的 十 水 在 屋顶 保留 的 时 间 最 短 , 这 当然 对 屋顶 有 益 , 至 少 可 以 
减少 十 水 对 屋顶 的 浸 刨 , 而 且 屋 顶 造形 也 充满 一 种 和 谐 雄 伟 的 
数学 力学 的 壮美 感 。 


图 26-8 
雅 谷 布 : 们 盈利 搞 的 悬 链 线 在 工程 技术 上 也 有 不 少 重要 应 
用 ,大 跨度 的 桥梁 的 拱 线 多 采用 最 链 线形 。 其 实 上 甚 链 线 与 变 分 
法 有 密切 关系 。 
问 ; 对 于 两 端 固定 在 Pi(zli, y1) 与 P(x2, y2) 的 曲线 , 取 何 
形状 y= y(z), 才 使 此 曲线 绕 x 轴 旋 转 所 得 的 旋转 曲面 面积 
小 ? 


由 初等 微 积 分 , 我 们 知道 , 该 旋转 体 的 表面 积 为 
S= | 2ry(z)v1+(y )dzr 


这 束 是 F(x, y, y ) = 2ny V1+(y 站 的 变 分 法 问题 。 代入 
Euler 方程 得 


2 2 
2Ty Fm V1l+t+(y)=C 
a + ~y 
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Ciy =y 入 加 C1 
C 与 Ci 是 常数 ， 
1 5 一 dx 
> Cl 
积分 得 


/ 一 人 
TX 二 -Cun| 2 十 0 (YC | +c,, y= Cich| : 


Ci 


由 y(x1) = yl, y(X2) = y2 得 


—C 
VY1 一 Cich| = 2 


已 


_ 2 
已 


1 一 Cich| = 


从 此 人 解 得 常数 Ci, C 
我 们 看 到 ， 次 成 这 种 具有 极 小 表面 积 的 旋转 体 的 曲线 y = 
y(x) 恰 为 一 条 县 链 禾 。 
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1654 年 ， 法 国 著名 数学 家 帕斯卡 和 费 马 多 次 书信 往来 ， 
讨论 两 个 赌 徙 因 故 (例如 警察 来 抓 赌 ) 赌博 中 断后 合理 分 割 赌 
本 的 问题 。 假 设 开 赌 前 每 人 出 32 个 金币 做 赌 本 。 甲 乙 约定 仅 
当 一 个 人 掷 出 六 点 朝 上 而 另 一 人 没有 掷 出 六 点 朝 上 时 ， 据 出 六 
氮 者 得 1 分 ， 另 一 人 得 0 分 ， 不 然 每 人 都 得 0 分 。 

先 得 3 分 者 把 64 个 金币 全 拿 走 。 

现在 甲 已 得 2 分 ， 乙 已 得 1 分， 这 时 因 故 中 断 赌 博 ， 如 何 
分 割 周 本? 

用 襄 :“ 我 一 定 能 得 至 少 32 个 金币 ， 因 为 即使 我 在 下 一 局 
输 给 你 ， 也 是 打 成 平手 ， 我 先 拿 走 32 个 金币 ， 至 于 另外 的 那 
32 个 金币 ， 不 是 我 能 得 到 它 ， 就 是 你 能 得 到 它 ， 我 们 的 机 会 
是 相等 的 ， 所 以 我 们 应 当 均 分 它 ， 即 我 再 拿 走 32x =16 枚 
金币 ， 于 是 我 应 分 得 总 共 32+ 16 = 48 枚 金币 ， 其 余 的 64 - 48 
=16 枚 归 你 。” 

假设 甲 已 得 2 分 而 乙 只 得 0 分 ， 这 时 又 应 如 何 分 赌 本 呢 ? 

甲 襄 ; “如果 继 续 玩 下 去 ， 若 我 再 说 1 分 ， 我 要 拿 64 个 金 
币 ; 大 我 输 了 ， 就 形成 前 面 讲 过 的 形势 ， 我 拿 48 个 金币 ; 总 
之 ， 我 保险 能 拿 到 至 少 48 个 金币 ， 请 首先 把 48 个 金币 交 给 
我 ， 至 于 剩 下 的 64 一 48=16 个 金币 ， 你 我 赢得 它 的 机 会 相等 ， 
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应 平分 它 ， 所 以 应 再 给 我 16 二 2=8 个 金币 ， 即 我 共 应 分 得 48 
+8=56 个 金币 ， 你 拿 8 个 金币 。 

假设 甲 已 得 1 分 而 乙 已 得 零 分 ， 这 时 应 如 何 分 赌 本 ? 

甲 说 :“ 如 果 继 续 玩 下 去 ， 若 我 再 说 1 分 ， 则 形成 2:0 的 
局 面 ， 根 据 上 面 所 论证 的 ， 我 要 拿 56 个 金币 ; 如 果 我 输 1 分 ， 
则 形成 1:1 的 局 面 ， 我 也 有 权 得 32 个 金币 ; 可 见 我 应 分 得 
方 (56+32) =44 个 金币 。 

以 上 是 帕斯卡 给 费 马 写 信 所 述 的 部 分 内 容 。 费 马 在 给 帕 斯 
卡 的 信 中 叙述 了 下 面 一 种 分 赌 本 的 方法 。 

甲乙 两 赌 徒 约定 每 人 出 32 个 金币 为 赌 本 ， 每 人 至 多 掷 骨 
子 八 次 ， 据 出 6 个 点 朝天 时 把 64 个 金币 的 赌 本 全 拿 走 。 


如 果 甲 放弃 第 一 次 搓 的 机 会 ， 甲 应 从 全 部 赌 本 中 拿 走 <。 
如 果 甲 继续 放弃 第 二 次 掷 的 机 会 。 甲 应 从 所 剩 赔本 中 拿 走 


二 ， 即 拿 全 部 财 本 的 二 x | 1- 寺 | = 部 。 


6 
如 果 甲 继续 放弃 第 三 次 据 的 机 会 ， 甲 应 从 所 剩 的 赔本 中 合 
] 1 S| 25 
走 #X(1- 才 -部 | iG 
如 果 甲 第 4 次 弃权 ， 他 应 拿 走 第 三 次 拿 走 后 所 剩 的 赌 本 的 
1 l,i, 1 3 231_ 125 
6 即 拿 走 6X 1- 十 ~ 拖 -2 ~ 1296° 
如 果 甲 搓 了 前 三 次 都 没 掷 出 6 点 朝 上 ， 乙 建议 甲 不 要 折 第 
四 次 ， 拿 走 全 部 赌 本 的 1265 算 了 ， 甲 不 同意 ， 甲 说 我 前 三 次 
什么 钱 也 没 拿 走 ， 赌 金 总 数 不 减 ， 我 第 四 次 弃权 应 让 我 拿 走 全 


部 财 本 的 < 才 对 。 如 果 甲 真 的 搓 了 前 四 次 ， 一 次 也 没 出 现 6 点 
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朝 上 ， 那 么 甲 如 果 放 弃 第 五 次 ， 则 甲 有 权 拿 走 全 部 赔本 的 所。 

卡 丹 和 惠 更 斯 (Huygens，1629 一 169$5， 和 荷兰 ) 也 研究 了 
赌博 中 的 数学 问题 ，1663 年 出 版 了 卡 丹 名 闭 《 赠 博 论 》， 卡 丹 
本 人 就 是 一 位 几 十 年 不 间断 的 痴迷 财 什 ; 1657 年 惠 更 期 的 多 
著 《 论 赌博 中 的 计算 》 是 概率 论 中 最 早 的 成 型 着 作 之 一 。 

雅 各 布 . 伯 努 利 证 明 ， 掷 n 颗 骨 子 所 得 总 数 为 mm 的 情况 的 
数目 恰 为 

(XxX+x +r + ri r+ ro)” 

展开 式 中 x” 的 系数 。 伯 努 利 家 族 成 员 对 概率 的 兴趣 很 大 ， 例 
如 约翰 : 伯 努 利之 子 尼 古 劳 斯 * 伯 努 利 曾 提 出 下 面 有 趣 的 问题 . 

甲 掷 硬币 ， 第 一 次 掷 出 “正面 ”时 奖励 一 个 便士 ， 第 二 次 
才 掷 出 正面 时 奖励 两 个 便士 ， 第 三 次 才 掷 出 正面 时 ， 奖 励 四 个 
便士 ， 第 四 次 才 掷 出 正面 时 奖励 八 个 便士 ， 如 果 他 不 停 地 手下 
去 ， 他 能 收入 多 少 便士 ? 


第 一 次 掷 出 正面 的 可 能 是 ， 他 得 奖 的 期 望 值 为 二 x1= 
了 便士 ; 
第 二 次 才 括 出 正面 的 可 能 是 3， 他 得 奖 的 期 望 值 为 3; x2 
便士 ; 
第 三 次 才 掷 出 正面 的 可 能 是 翅 ， 他 得 奖 的 期 望 值 为 二 >4 


rd 
rier 


1 
2 


可 见 他 掷 第 n 次 的 得 奖 期 望 值 仍 为 3 便士， 他 可 以 得 到 
无 穷 多 的 便士 。 这 个 结论 似 有 些 可 疑 之 处 ， 他 搓 第 次 ， 合 
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如 n= 二 1000000000000， 连 续 出 现 反 面 仅 最 后 一 次 出 现 正面 的 
可 能 是 极 小 的 ， 几 乎 是 不 可 能 事件 ， 但 还 是 可 以 期 望 得 方 个 便 
士 ， 这 是 因为 可 能 性 虽 小 ， 但 中 奖 后 奖金 2*- 1: 却 是 很 高 的 。 

1713 年 雅 各 布 ' 伯 努 利 的 关于 概率 论 的 名 车 《 猜 度 术 》 出 
版 ， 在 该 书 中 给 出 了 概率 论 当 中 第 一 个 极限 理论 成 果 ( 现 称 之 
为 伯 努 利 大 数 定 律 )、 

在 独立 试验 中 ， 事 件 A 出 现 的 概率 p 满足 ， 对 任 给 的 s 
>0 


[lim 
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p(|s -pl <) 


其 中 mm 是 次 试验 事件 A 出 现 的 次 数 。P| | 至 -p| <e| 表 示 
名 -pp| <。 这 种 情形 出 现 的 概率 。 


雅 各 布 . 伯 努 利 在 《 猜 度 术 》 一 书 中 有 一 段 发 人 深 省 的 话 ， 
把 概率 的 思想 说 了 个 深入 浅 出 。 他 说 ， 

“每 个 人 都 清楚 ， 利 用 少量 观测 结果 来 预言 未 来 事件 是 不 
可 靠 的 ， 需 要 进行 大 量 的 观测 才 行 。 即 使 一 个 没有 受过 教育 的 
家 庭 妇 女 或 者 一 个 文盲 ， 仅 赁 他 们 的 生活 经 验 也 会 心中 有 数 } 
说 ， 提 供 的 有 关 观 测 数据 越 丰 富 ， 发 生 判 断 错误 的 风险 越 小 。 
尽管 人 们 都 以 直觉 的 方式 意识 到 这 一 结论 ， 但 这 个 原理 的 数学 
证 明 却 十 分 之 不 平凡 。 有 些 问 题 需要 更 深入 讨论 ， 例 如 是 否 随 
着 观测 次 数 的 增加 ， 记 录 下 来 的 赞成 与 不 赞成 的 比值 与 客观 比 
值 的 接近 程度 也 随 之 不 断 地 增加 ， 使 得 这 一 概率 超过 任意 的 确 
信 度 呢 ? 例如 ， 一 个 缸 子 里 装 了 3000 个 白 球 和 2000 个 黑 球 ， 
这 些 数目 我 们 事先 并 不 知道 ， 企 图 用 试验 确定 色 子 里 白 球 与 黑 
球 的 比例 ， 我 们 把 球 一 个 接 一 个 地 从 钠 子 里 取出 来 ， 逐 一 登记 


它们 的 颜色 ， 且 立刻 再 把 它们 放 回 龟 子 里 ， 搅 拌 一 下 。 我 们 企 
图 通过 无 限 地 扩大 试验 次 数 ， 例 如 成 干 上 万 次 地 不 断 从 饮 子 里 
取出 球 来 登记 颜色 且 放 回 ， 登 记 的 白 黑 之 比 就 会 与 罐子 里 日 球 
数 与 黑 球 数 之 比 相符 ， 都 是 3:2。 是 的 ， 用 这 种 方法 ， 我 们 几 
平 能 精确 地 事后 确定 这 个 比值 ， 人 尽管 我 们 事先 并 不 知道 这 个 比 
值 。 这 种 方法 能 使 我 们 对 带 有 侦 然 性 的 事件 做 出 预测 。 很 多 囊 
物 ， 例 如 大 气 或 人 体 ， 犹 如 上 面 的 罐子， 在 它 的 内 部 隐藏 着 种 
种 变化 〈 例 如 风雨 或 疾病 )， 如 同 钒 子 里 隐藏 了 日 色 与 黑色 球 
一样 。 这 时 我 们 同样 可 以 通过 观测 与 统计 来 算出 其 中 某 事 件 将 
比 另 一 事件 更 频繁 发 生 的 可 能 性 有 多 大 。 

当然 ， 反 映 不 同事 件 之 间 实 际 比 例 不 可 能 通过 试验 观测 与 
计算 绝对 精确 地 获得 ， 因 为 观测 终究 是 有 限 的 ; 一 般 情况 下 ， 
我 们 获得 的 比例 是 近似 的 。” 

雅 各 布 . 伯 努 利 的 上 述 论述 说 得 是 何等 精辟 而 通俗 啊 1 

1812 年 ， 法 国 大 数学 家 拉 普 拉 斯 (Laplace，1749 一 1827 ) 
出 版 《概率 的 分 析 理 论 》)， 总 结 此 前 关于 概率 的 研究 成 果 ， 明 
确 给 出 概率 的 古典 定义 ， 且 用 微 积 分 方法 来 研究 概率 论 ， 所 以 
史 称 拉 普 拉 斯 创立 了 “分 析 概 率 ”( 因 为 以 微 积 分 为 主体 的 数 
学 称 为 分 析 数 学 )。 关 于 概率 ， 拉 普 拉 斯 提出 许多 精辟 而 有 趣 
的 论述 。 

按 拉 普 拉 斯 的 理论 ， 当 某 一 事件 在 每 次 试验 中 都 发 生 时 ， 
这 种 事件 称 为 必然 事件 它 发 生 的 概率 等 于 1; 但 当 某 事件 概 
率 为 1 时， 在 某 次 试验 中 是 否 一 定 会 发 生 这 一 事件 则 仍然 是 不 
确定 的 ， 例 如 从 [0，1] 区 间 上 任 取 一 实数 zo，xzo 为 无 理 数 
的 概率 为 1， 但 某 次 试验 仍然 可 能 取 到 有 理 数 ， 概 率 为 1 和 实 
际 发 生 是 两 回 事 。 拉 普 拉 斯 还 指出 ， 预 知 的 信息 量 的 多 少 会 影 
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呵 同一 事件 的 概率 之 大 小 。 例 如 甲 、 乙 、 丙 三 个 镀 子 ， 已 知 其 
中 两 个 钢 子 盛 的 是 白 球 ， 男 一 只 钠 子 盛 的 是 黑 球 ， 但 从 封闭 的 
峻 子 外 看 不 见 里 面 是 什么 球 ， 这 时 ， 从 甲 负 中 摸 出 一 个 球 ， 这 


个 球 是 黑 球 的 概率 是 二。 如 果 告 知 甲 炙 感 的 是 白 球 ， 欲 措 出 一 
只 黑 球 ， 我 们 当然 要 从 乙 与 两 两 个 负 子 里 去 掏 ， 于 是 这 时 ， 措 
到 一 只 黑 球 的 概率 是 廊 ， 如 果 告 知 甲 与 乙 两 个 久子 里 都 是 白 
球 ， 要 求 摸 出 一 只 黑 球 ， 我 们 当然 只 需 从 丙 负 里 去 掏 了 ， 这 


时 ， 取 得 黑 球 的 概率 是 1，1 > 广 > 地， 即 知道 的 附加 信息 越 
多 ， 事 件 发 生 的 概率 越 大 (或 越 小 )， 这 犹如 懂得 交通 规则 越 
多 ， 发 生 车 祸 的 概率 越 小 。 

慨 率 这 个 数 的 求 得 与 求 一 个 一 元 二 次 方程 的 根 有 本 质 的 区 
别 ， 前 者 是 随机 现象 的 一 种 数字 指标 ， 它 有 时 不 是 绝对 客观 
的 ， 与 人 们 的 知识 量 有 一 定 的 关联 。 而 一 个 一 元 二 次 方程 的 根 
是 存在 唯 二 的 ( 重 根 算 两 个 根 )， 不 依 人 们 的 信息 量 多 少 为 转 
移 ， 只 要 知晓 这 个 方程 的 系数 a，b，c， 则 

az“< 十 pz 二 cc=0 

的 根 是 确定 的 。 

拉 普 拉 斯 ，1749 年 生 于 法 国 诺曼底 地 区 一 个 贫农 家 庭 , 
16 岁 考 入 开 恩 大 学 ，18 岁 ， 开 恩 大 学 的 一 位 教授 给 著名 学 者 
达 姑 贝尔 写 了 一 封 推荐 信 ， 介 绍 拉 普 拉 斯 向 达 朗 贝尔 学 习 ， 达 
明 贝 尔 信 不 过 这 种 推荐 信 ， 硬 是 把 拉 普 拉 斯 拒 之 门 外 ， 于 是 拉 
普 拉 斯 回 到 旅馆 立即 提 笔 把 自己 关于 力学 原理 的 论文 抄 一 份 寄 
给 了 达 表 贝尔 。 达 朗 贝 尔 回信 说 : “你 本 来 就 不 需要 旁人 的 介 
绍 ， 你 目 己 的 成 果 才 是 最 有 力 的 推荐 信 。” 达 斋 贝 尔 热情 邀请 
拉 普 拉 斯 来 身边 学 习 ， 在 达 朗 贝尔 的 帮助 下 ， 拉 普 拉 斯 到 巴黎 
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军事 学 院 做 了 数学 教授 。 

拉 普 拉 斯 研究 “7 体 问题 "?， 比 拉 格 朗 日 研究 的 “三 体 问 
题 ”要 复杂 得 多 ， 由 于 这 方面 的 突出 成 就 ，24 岁 的 拉 普 拉 斯 
菏 获 巴黎 科学 院 院 士 的 头衔 。 他 在 数学 上 专心 研究 几 十 年 ， 于 
1825 年 出 齐 了 五 卷 集 巨 著 《 天 体力 学 》， 对 太阳 系 各 星体 的 运 
动 进行 了 数学 分 析 ， 书 中 的 数学 推导 十 分 精细 严格 。1796 年 ， 
拉 普 拉 斯 又 把 《天 体力 学 》 中 的 命题 通俗 化 ， 写 成 文笔 优雅 、 
深入 浅 出 的 高 级 科普 著作 《宇宙 体系 解说 》， 此 书 中 拉 普 拉 斯 
提出 太阳 系 生 成 的 “星云 假 况 ”。 

拉 普 拉 斯 对 概率 的 研究 不 仅仅 停留 于 纸 面 上 ， 他 对 伦敦、 
彼得 堡 、 柏 林 和 法 国 全 国 的 婴儿 出 生性 别 比 进行 了 广泛 的 统计 
工作 ， 除 巴黎 市 之 外 ， 各 大 城市 的 男 婴 与 婴儿 出 生 数 之 比 10 


年 间 省 在 给 =51.16% 上 下 ， 而 巴黎 则 有 40 年 (174S$ 一 1784 ) 


为 号 = 51.02%， 拉 普 拉 斯 对 巴黎 统计 数字 的 偏差 又 进行 了 认 
真 的 考查 ， 终 于 发 现 ， 当 时 巴黎 有 些 地 方 有 抛弃 男 婴 的 陋习 ， 


所 以 才 使 男 婴 比 下 降 ， 拉 普 拉 斯 把 巴黎 抛弃 的 男 婴 添加 上 上 之 
后 ， 结 果 巴 黎 的 男 婴 比 亦 为 特 。 

拉 普 拉 斯 是 一 位 伟大 的 数学 天 文学 家 ， 但 他 在 政治 上 的 表 
现 却 令 人 不 敢 恭 维 。1785 年 ，36 岁 的 拉 普 拉 斯 升任 巴黎 科学 
院 院 长 ， 同 年 ， 他 做 了 军事 考试 委员 会 的 主席 对 16 名 应 试 
者 进行 选拔 考试 ， 他 故意 仅仅 录取 了 拿破仑 为 优秀 军官 。 后 来 
拿破仑 当权 ， 拉 普 拉 斯 对 拿破仑 极 尽 阿 谈 奉 承 之 能 事 。 在 尔 庶 
我 诈 的 政治 斗争 中 ， 他 先后 任 政府 的 各 种 高 官 ， 他 能 随机 应 
变 ， 全 然 是 一 位 圆滑 政客 ， 政 权 虽 几经 更 奉 ， 但 拉 普 拉 斯 则 征 
几 朝 天 子 一 老臣 。1799 年 ， 拿 破 仑 发 动 雾 月 政变 上 人 台 ， 不 环 
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拉 将 拉 期 考试 偶 得 之 恩 ， 封 拉 普 拉 斯 为 人 裔 ， 授 床 誉 车 团 大 十 
字 勋 章 和 骑士 勋章 ， 升 任 内 务 大 民 ; 可 是 当 路 易 十 八 复 辟 之 
后 ， 拉 普 拉 斯 立即 在 判决 拿破仑 的 判决 书 上 签 了 字画 了 押 ， 路 
易 十 八 则 任命 拉 普 拉 斯 这 位 敌对 政权 的 内 务 大 臣 为 巴黎 理工 大 
学 重建 委员 会 主席 。 拿 破 仑 在 至 勒 拿 品 流放 谈 起 拉 彰 拉 斯 时 ， 
轻 芒 地 说 : “ 拉 普 拉 期 是 第 一 流 的 数学 家 ， 但 事实 证 明 他 在 政 
治 上 只 是 个 平庸 的 官僚 ; 他 从 不 认真 对 行 任何 政务 工作 ， 而 古 
到 处 锁 营 ， 他 没有 目 己 的 立场 ， 把 无 限 小 人 物 的 低俗 精神 市 进 
了 他 的 每 人 接 物 之 中 ”。 

拉 普 拉 斯 是 一 个 伟大 的 数学 天 文学 家 ， 政 治 品 格 上 是 一 个 
并 不 高 尚 的 人 物 。 他 对 数学 与 宇 害 有 深刻 的 认识 ， 他 说 : “ 目 
然 的 全 部 效力 仅 在 于 有 限 的 几 个 定律 的 数学 结论 ; 概率 论 则 是 
用 数值 来 表达 的 共同 意识 。” 他 声称 ; “我 们 知 息 的 是 很 少 的 ， 
我 们 不 知 记 的 ， 是 无 限 的 。” 
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法 国 18 世纪 出 了 个 了 不 起 的 科学 家 ， 叫 做 猜 丰 (〈 了 Buffon， 
1707 一 1788)， 他 10 岁入 耶稣 学 院 主 修 法 学 ，21 罗 转 入 目 然 
科学 专业 ， 开 始 学 数学 和 植物 学 ，26 岁 当 选 为 法 国 科学 院 院 
士 ，1739 年 任 巴黎 植物 园 园 长 。 他 还 是 一 位 了 不 起 的 科学 史 
专家 ， 他 排山倒海 般 搜集 包括 微 积 分 发 展 史 在 内 的 浩瀚 资料 ， 
写 出 巨著 《科学 史 》， 计 划 出 50 卷 ， 他 生前 写 出 36 卷 ， 其 中 
含 物种 进化 、 地 质 史 、 数 学 史 和 天 文学 史 等 宝贵 史料 ， 他 提出 
太阳 与 彗星 相 接 产 生 了 行星 的 一 种 天 文学 理论 。 

在 数学 方面 ，1777 年 ， 蒲 丰 提 出 “ 投 针 求 x” 的 方法 ， 开 
蒙特 卡 罗 法 与 几何 概率 之 先河 。 

令 长 ! 的 匀 质 细 针 随机 地 邱 于 国 了 等 距 平 行 线 族 的 平面 
上 ， 相 邻 两 平行 线 相距 为 a，a > 1， 求 针 与 平行 线 相交 的 概率 
是 多 少 ? 

这 里 所 谓 随 机 是 指针 中 心 的 落 点 与 针 的 方 回 都 是 等 概率 
的 ， 中 心 落 点 与 针 的 方 回 无 关 。 

设 x 为 针 中 点 到 平行 线 的 距离 ， 则 zxE|0， |。 


设 0 是 针 与 平行 做 的 夹 角 ， 则 6€ [0，r 
由 图 28-1 知 仅 当 


0<z<hsing, 0€ [10, x 
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时 ， 针 与 平行 线 相 交 ， 即 针 的 中 心 x， 与 交角 组 成 方位 二 数组 
(2，z) 属于 图 28-1 的 阴影 区 时 ， 针 与 平行 线 相 交 ， 于 是 


;， 阴影 区 面积 
所 求 概率 p = 死 形 OABC 面积 


于 古 


图 28-1 


1901 年 ， 意 大 利 青年 数学 家 拉 泽 里 尼 投 针 3408 次 ， 他 用 


压 线 的 频率 代替 p， 即 取 p = 3408， m 是 针 与 平行 线 相 交 的 
次 数 ， 求 得 x=3.141592。 

投 针 求 x 比 割 圆 求 x 轻松 得 多 了 ， 此 事 显 出 了 概率 论 的 神 
奇 功 用 。 

如 采 和 欲求 一 个 不 规则 平面 块 的 面积 ， 当 它 的 边界 曲线 没有 解 
析 表 达 式 时 ， 是 不 宜 用 积分 来 求 其 面积 的 ， 这 时 可 以 把 这 个 平面 
块 放 在 一 个 长 与 宽 都 已 知 的 较 大 甜 形 内 部 ， 用 随机 地 向 这 块 年 形 
投 “ 豆 粒 ”的 方法 ， 看 有 多 少 豆 粒 落 在 那 块 平 面 块 上 ， 设 落 在 拢 
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形 上 的 豆 粒 共 7 个 ， 落 在 平面 块 上 的 豆 粒 为 m 个 ， 则 平面 块 面积 
与 矩形 面积 之 比 为 ， 又 矩形 面积 容易 算出 ， 所 以 可 以 通过 这 个 
比例 求 得 不 规则 平面 块 的 面积 ， 这 就 是 蒙特 卡 罗 法 的 原始 思想 。 

这 种 与 几何 有 关 的 概率 问题 虽然 精彩 有 用 ， 但 它 也 给 概率 
论著 出 不 少 麻烦 ，1899 年 ， 法 国学 者 贝 特 明 提出 下 面 的 问题 

在 半径 为 > 的 圆 内 随机 地 选择 荡 ， 欧 长 超过 圆 凡 接 正 二 
角形 边 长 的 概率 是 多 少 ? 

(1) 如 果 考 虑 从 圆周 上 任 一 点 A 引 的 弦 ，AABC 是 圆 的 
内 接 正 三 角形 ， 作 以 A 为 切 点 的 切线 MN， 如 图 28-2， 则 夹 
在 BAC 中 的 弦 合 乎 要 求 ， 又 人 MAB = BAC = 人 NAC， 


而 从 A 点 引 的 弦 中 还 有 - 夹 在 人 MAB 内 ， 广 夹 在 人 NAC 内 ， 
所 以 所 求 概率 为 二 。 


图 28-2 图 28-3 


(2) 如 果 考 虑 与 任 取 定 的 方向 平行 的 弦 ， 见 图 28-3， 作 与 
取 定 方向 垂直 的 直径 A1A1， 把 圆周 六 等 分 ， 分 点 为 Ai1，A>， 
As3，As，A;s，As，B 为 A;As 与 AiA4 交点 ，C 为 A3As 本 


AiAs 交点 ， 由 于 A1iAs 是 60 弧 ， 所 以 人 1 为 30，A1B = 
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少 A1A6= 方 r; 于 是 A1B + A4C = BC = r+， 夹 在 A2As 与 


A3As 之 间 的 弦 长 合乎 要 求 ， 事 实 上 AsA5 为 圆 内 接 正 三 角形 
的 一 条 边 ， 而 虚线 弦 的 长 比 A3As 长 。 可 见 所 求 概率 为 > 。 


(3) 如 果 考 虑 半径 为 > 的 同心 圆 ， 则 此 同心 圆 的 外 切 正三 
角形 人 ABC 恰 为 大 圆 的 内 接 正三 角形 ， 见 图 28-4， 于 是 中 操 
P 落 在 小 圆 外 的 弦 之 长 小 于 AB， 而 中 点 忆 落 在 小 圆 内 的 弦 


(虚线 ) 之 长 大 于 AB， 又 小 圆 面积 是 大 圆 面积 的 地 ， 所 以 所 
求 概率 为 二 。 
同一 个 问题 ， 答 案 为 六 ， 


A 
二 和 十 ， 这 显然 不 能 接受 。 这 人 7 /AN 


个 问题 引发 了 古典 概率 论 的 危 从 入 
机 ， 上 述 问题 引发 的 矛盾 称 为 ， 

“ 贝 特 朗 悖 论 ”， 这 一 悖 论 对 以 ~ /7/ 

拉 普 拉 斯 、 卡 丹 、 帕 期 卡 、 费 

马 和 伯 努 利 等 大 数学 家 的 经 典 图 28-4 

概率 观念 产生 了 猛烈 的 冲击 ， 它 明白 尖锐 地 警示 数学 家 ， 谈 概 
率 不 宜 只 凭 直觉 或 几何 直观 ， 也 应 当 学 习 网 几 里 得 建立 公理 几 
何 体系 那样 建立 概率 的 公理 系统 ， 以 回避 类 似 贝 特 朗 式 的 迟 
论 ， 把 概率 的 定义 与 理论 建立 在 坚实 可 靠 的 数学 基础 之 上 。 很 
多 数学 家 参加 了 这 项 工作 ， 其 中 最 杰出 者 当 数 俄国 数学 家 柯 尔 
莫 哥 洛 夫 (KoAwoTopoB，1903 一 1987)， 他 把 概率 的 定义 建立 
在 集合 论 的 基础 上 ， 并 建立 了 概率 论 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 公理 系 
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统 。 和 何 尔 英 哥 党 夫 是 20 世纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 ，1980 年 获 沃 
尔 夫 奖 ， 这 是 一 项 世界 级 数学 终身 荣誉 奖 ， 但 柯 氏 淡泊 名 利 ， 
并 未 去 领取 这 份 数额 不 菲 的 奖金 和 有 荣誉 证 书 。 他 是 美 、 英 、 法 、 
德 、( 原 ) 办 等 十 几 个 国家 科学 院 院 士 ，1934 年 获得 原 苏联 首 批 
博士 学 位 ， 是 大 数学 家 鲁 金 的 学 生 。 柯 尔 莫 哥 洛 夫 一 生 写 出 488 
篇 创造 性 论文 ， 几 乎 涵盖 一 切 数学 领域 。1929 年 他 发 表 概 率 论 
中 革命 性 的 论文 《概率 论 与 测度 论 的 一 般 理 论 )， 首 次 给 出 以 集 
合 测度 为 基础 的 现代 概率 的 概念 与 公理 系统 。 他 长 于 把 理论 用 
于 科学 实验 ， 例 如 在 原 苏联 共产 党 宣布 “基因 ”与 生物 学 孟 德 
尔 是 律 为 唯心 主义 的 伪 科 学 的 社会 政治 背景 之 下 ， 柯 尔 莫 哥 洛 
夫 用 概率 统计 的 数学 方法 验证 了 基因 遗传 的 孟 德 尔 定律 ， 这 种 
大 无 其 的 科学 精神 令 人 肃然 起 敬 。 
柯 尔 划 哥 洛 夫 少 年 不 幸 ， 他 出 生 10 天 母亲 即 去 世 ， 他 是 
由 别人 收养 长 大 成 人 的 。 他 在 《我 是 如 何 成 为 数学 家 的 》 一 书 
中 写 道 ,“ 我 五 岁 时 便 对 数学 产生 了 浓厚 兴趣 ， 我 发 现 
1=1° 
1+3=2* 
1+3+5=2° 
1+3+5+7=24 
童年 时 代 我 还 提出 且 解 答 了 下 面 的 有 趣 问题 ; 
要 固定 一 个 有 四 个 孔 的 扣子 ， 需 要 用 线 缝合 两 个 孔 ， 问 一 
共有 多 少 种 固定 的 方式 ?” 
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四 第 二 十 九 回 
一 为 局 谈 人 口 论 谁 是 谁 非 
利 伯 计算 考古 学 就 真 训 假 


人 口 问题 是 个 大 问题 ， 不 注重 提高 人 口 质 量 ， 无 限 地 增加 
人 口 数量 ， 会 给 一 个 国家 乃至 全 世界 带 来 灾难 性 的 后 果 ， 不 能 
无 条 件 地 提倡 “人 多 是 好 事 "”。 早 在 18 世纪 ， 人 口 问题 研究 的 
先行 者 ， 英 国 著 名 的 经 济 学 家 马尔 萨 斯 (Malthus，1766 一 
1834) 于 1798 年 发 表 了 著名 著作 《人 口 论 )， 他 警告 说 ， 如 果 
人 口 扩 张 到 那样 多 的 程度 ， 以 致 于 生活 资料 不 足以 维持 人 们 的 
生存 时 ， 则 会 引发 饥饿 、 疾 病 乃 至 战乱 。 他 的 这 些 忠告 不 是 无 
丛 的 ， 但 马尔 萨 斯 对 人 口 发 展 的 规律 则 失 之 偏颇 ， 他 认为 人 口 
增长 的 速度 与 现存 人 口 数 成 正比 ， 这 显然 是 不 符合 实际 的 。 人 
是 万 物 之 灵 ， 当 人 口 增长 到 一 定 的 程度 ， 人 们 便 开始 意识 到 
生 孩 子 太 多 会 影响 家 庭 的 生活 质量 ， 各 国政 府 也 会 认真 组 织 专 
家 们 精细 研究 人 口 政策 ， 出 台 符 合 全 体 国 民利 益 的 控制 人 口 的 
法 规 ， 进 行 计 划 生 育 。 我 国 著名 经 济 学 家 马 实 初 先生 在 20 世 
纪 50 年 代 示 就 提出 了 相对 于 马尔 萨 斯 《人 口 论 》 的 《新 人 口 
论 》。 马 先生 的 “新 人 口 论 ” 观 点 是 正确 的 ， 无 奈 由 于 当时 的 
极 元 思潮 ， 当 权 者 不 但 不 接受 马 寅 初 的 正确 主张 ， 反 而 有 组 织 
地 目 上 而 下 发 动 了 对 《新 人 口 论 》 的 错误 批判 ， 使 中 国人 口 长 
期 失控 ， 给 我 国人 民 的 福 社 造成 极 大 损失 ! 马 实 初 的 《新 人 口 
论 》 不 同 于 马尔 萨 斯 的 《人 口 论 )， 后 者 的 数学 模型 是 错误 的 ， 
事实 上 ， 按 马尔 萨 斯 的 《人 口 论 》 观 点 ， 设 现在 人 口 为 
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二 


bp (+)， 则 由 于 人 口 增长 速度 与 现存 人 口 成 正比 ， 则 p (2) 


满足 

dp _ 
加 p(t) (29.1) 

p(to)= po 

其 中 po 是 现在 (1 = to 时 ) 的 人 口 数 。 

由 (29.1) 得 

dp _ 
D 一 wdt 

两 端 积 分 得 


Inp=at+C, p(t1)=e*' = Ge”, (C1>0) 
由 初 条 件 p (to) = po 得 
po= Cie™, C1i= poe “' 
后 得 马尔 萨 斯 人 口 预报 公式 
p(t)= poe “oe”™ 
p(t) = poe®(™ 0 
若 按 这 一 规律 增长 人 口 ， 那 还 本 得 ! 
1965 年 1 月 ， 世 界 人 口 是 33.4 亿 ， 即 to = 1965 时 ，po 
-33.4 亿 ， 那 时 人 口 增长 率 为 =0.02， 于 是 
p(t)=33.4xX 108 e0.02( ~- 1965) 
设 人 口 增加 到 原 有 人 口 的 2 倍 需 要 本 年 ， 则 
2po= poer 7T 
两 端 取 对 数 得 


ln2=0.02 开 ， 开 = 一 一 ln2<“34.6 (年 ) 


0， 避 
根据 每 35 年 人 口 翻 一 番 ， 到 2515 年 ， 世 界 人 口 会 达到 2 百 万 
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亿 ， 打 个 天 方 夜 谭 式 的 比喻 ， 即 使 我 们 到 那 时 情愿 在 小 船上 生 
活 一 辈子 ， 全 球 的 陆地 与 海洋 上 全 都 密密麻麻 站 满 了 各 色 人 
种 ， 每 人 平均 仅 有 0.87m2 的 立 锥 之 地 ! 这 种 令 人 尿 怖 的 事件 
当然 不 可 能 成 为 现实 。 可 见 马尔 萨 斯 人 口 论 的 数学 模型 是 不 可 
取 的 ， 应 子 修正 。 当 然 仅 仅 需 要 修正 ， 而 不 是 彻底 抛弃 马尔 萨 
斯 的 人 口 论 思想 ; 事实 上 ， 他 的 模型 在 欧洲 18 世纪 前 后 还 是 
与 实况 相当 吻合 的 ， 因 为 那 时 地 广 人 稀 ， 人 们 获得 生活 资料 相 
对 容易 。 随 着 人 口 基 数 的 变 大 ， 了 矛盾 就 暴露 了 出 来 ， 自 然 资源 
的 短缺 ， 食 物 与 居住 条 件 的 短缺 ， 以 及 由 此 引起 的 家 庭 经 济 困 
难 和 国家 经 济 困 难 ， 甚 至 种 族 矛 盾 以 至 战争 等 等 对 人 口 增长 的 
限制 性 因素 开始 明显 起 作用 ， 这 些 问题 已 被 不 少 有 先 见 之 明 的 
目 然 科学 家 、 数 学 家 和 社会 学 家 所 觉察 。 例 如 中 国 的 经 济 学 家 
马里 初 于 20 世纪 50 年 代 就 基于 这 些 考 虑 提出 “新 人 口 论 ”。 
平 心 而 论 ， 马 实 初 的 “新 人 口 论 ”已 经 达到 了 获得 诺 贝尔 经 济 
学 奖 的 水 平 ， 只 可 恨 当 年 不 但 不 子 重 视 ， 反 而 搞 群 众 运动 批判 
马 的 正确 理论 。 从 数学 上 讲 ， 人 口 的 增长 速度 旬 不 但 与 现存 
人 口 p(z) 有 正 相 关 关 系 ， 而 且 与 人 口 的 可 增 空 间 M - 成 正 
相关 关系 ， 其 中 M 是 可 承受 的 最 大 人 口 数 ， 事 实 上 ， 距 “人 
口 满员 ”RM 越 近 ， 人 口 增 加 越 慢 ， 离 人 口 满 员 M 越 大 ， 人 口 
增 速 越 大 ， 这 一 点 是 可 以 理解 的 ， 所 以 p (zi) 满足 修正 了 的 马 
尔 萨 斯 人 口 方程 

| = kp(M—p) (29.2) 
p(t0)= po 


把 9 = kp(M-p) 改 写成 
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d 
dt = ap Bp”, 


其 中 = kM，B=&， 可 见 即 人 口 满员 数 M。 


由 (29.2) 得 
-pb 一 dt 
(a—- Pp) p 
两 端 积分 得 
a at t 
| 二 p | a 
p 
1 p | 一 ，- 
a a Bp po “0 
ba 一 pBpo) 
ln po (a — Bp) alt t0) 
最 后 得 人 口 公 式 
apoe: "0) 


p (£) a— Bpo+ Bpoer:™") 


美国 和 法 国都 曾 用 这 个 公式 预报 过 人 口 ， 与 实况 相当 吻 
合 ， 至 于 这 个 公式 对 中 国 是 否 实用 ， 还 待 实际 人 口 变化 的 检 
验 。 

生态 学 家 测 得 a = 0.029， 如 果 按 千 分 之 十 的 人 口 增 长 计 
算 ， 则 


$1% 
于 是 
pi (29 .3) 


以 1990 年 中 国人 口 普 查 数字 为 根据 ， 当 年 全 国人 口 
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1160017381 人 ， 则 由 (29.3) 知 
0.01=0.029—11600173818 


求 得 
g= 0.019 
1160017381 
而 由 人 口 公式 得 
lim lim apoe”: “0) 
rt+o0d (z) 一 十 oo w — Bpo + Bpoe®:™ 0) 


Bb 0.019 


=1770552845 
印 我 国人 口 总 数 不 会 超过 18 亿 ， 加 上 这 十 几 年 我 国 社会 文明 
的 进步 和 人 口 与 计划 生育 政策 的 深入 人 心 ， 我 们 有 根据 确信 ， 
中 国人 口 安 全 是 有 保障 的 ， 不 会 出 现 人 口 的 爆炸 式 增长 。 中 华 
民族 在 960 万 平方 公里 的 土地 上 的 人 口 数 会 控制 在 十 几 亿 的 合 
理 范 围 之 内 。 上 面 计 算出 的 18 亿 上 限 是 个 渐 近 的 极限 值 ， 人 
口 变化 的 图 像 见 图 29-1。 


图 29-1 
军 宙 中 万 物 变化 是 可 以 用 数学 模型 来 刻画 的 ， 一 种 数学 模 
型 往往 能 描写 风 马 牛 不 相 及 的 各 种 变化 过 程 ， 物 质 世 界 是 统一 
的 ， 统 一 在 数学 模型 的 旗帜 下 。 
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1960 年 ， 美 国 科学 家 利 柏 (W.Libby) 荣获 诺 贝 尔 化 学 
奖 ， 他 的 科研 成 就 对 地 质 学 和 考古 学 的 发 展 做 出 了 十 分 可 贵 华 
贡献 。 利 柏 根据 古人 洞穴 中 的 草鞋 计算 出 人 类 是 11500 年 元 石 
冰河 期 末期 从 东 半 球 到 达 阿 拉 斯 加 的 ， 进 而 推 新 ， 那 时 海洋 的 
水 面 比 现在 的 要 小 ， 所 以 古人 才能 由 西伯 利 亚 步 行 通过 日 令 海 
峡 的 冰 面 迁徙 到 阿拉 斯 加 新 大 陆 去 。 事 实 上 ， 高 层 大 气 中 有 放 
射 性 碳 ， 氧 化 成 CO, 后 被 植物 吸收 ， 所 以 植物 以 及 了 吧 这 些 植 
物 的 动物 的 身体 也 有 了 放射 性 。 利 柏 算出 磋 的 半 肥 期 为 5600 
年 ， 他 在 阿拉 斯 加 山洞 中 发 现 了 两 双 草 鞋 ， 都 很 破旧 ， 不 知 古 
何 年 何 月 何人 遗留 在 此 处 的 。 为 了 确定 碳 的 半衰期 ， 利 相 进 行 
了 数学 建 模 和 精细 的 物理 实验 ， 设 初始 时 刻 上 =0， 有 放射 性 
物质 zu 克 ， 又 放射 性 物质 的 衰减 速度 与 现存 质量 成 正比 ， 于 
是 放射 物质 的 质量 zx(z) 应 满足 


XT(0)= 0 
这 个 方程 与 马尔 萨 斯 人 口 方 程 (29.1) 是 同样 的 模型 ， 解 得 
x(1)= roe“, 设 全 为 半衰期 ， 即 每 过 丁 年 ， 放射性 物质 衰 
变 成 原来 的 一 半 ， 则 


两 边 取 对 数 为 
In2 = &T T= 二 In2 

利 柏 经 10 年 实验 观测 ， 得 到 了 xz(10) 的 值 ， 于 是 
(10)= zoe 


两 边 取 对 数 得 
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_ 1 0 
k=10mn 7010) 
进而 得 半衰期 


个 = 人 5600 (年 ) 


10]n2 
ln 一 二 0 
"zx(10) 


利 相 经 测试 ， 发 现 其 中 一 双 草 鞋 的 放射 性 是 现在 还 活着 的 
同类 草 的 放射 性 的 地 ， 所 以 那 双 草鞋 是 5600 x 2 = 11200 年 前 
古人 罕 过 的 ， 而 男 一 双 草 鞋 的 放射 性 与 现在 还 活着 的 同类 草 大 
致 相同 ， 于 是 判定 另 一 双 草 鞋 是 20 世纪 的 人 的 遗留 物 ， 第 一 
双 鞋 是 宝贵 文物 ， 而 第 二 双 鞋 则 没有 多 少 考古 价值 。 

1967 年 ， 卡 内 基 - 梅 隆 大 学 用 利 柏 的 上 述 方法 鉴定 出 美国 
之 加 哥 博 物 馆 花 了 17 万 美元 买 下 的 17 世纪 荷兰 著名 画家 Jan 
Vermeer 的 名 画 《Emmaus 的 信徒 们 》 是 一 幅 伪 造 品 ! 后 来 又 
发 现 收藏 的 Jan Vermeer 的 名 画 《妓女 》 也 是 履 品 。 
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20 世纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 庞 加 羔 (Poincare，1854 一 
1912， 法 ) 说 :“ 逻 辑 并 非 不 毛 之 地 ， 它 生长 者 于 慎 ! ”数学 的 
各 个 分 支 都 是 从 一 组 不 多 的 原始 定义 和 不 证 目 明 的 公理 系统 出 
发 ， 运 用 逻辑 推理 建立 起 来 的 高 楼 大 厦 。 但 是 ， 如 果 进 行 罗 入 
推理 时 ， 一 不 小 心 ， 在 某 个 细节 处 发 生 不 易 察 党 的 玖 省 ， 就 会 
得 出 荒诞 的 结果 。 王 面 举 一 些 载 入 史册 的 著名 的 荒 踪 实例 。 

(1) lgz=lg (~ 7x), rzA0 

这 是 欧 拉 向 他 同时 代数 学 家 提出 的 一 个 怪 论 来 考验 大 家 对 
对 数 概念 的 理解 。 

欧 拉 证 明说 : 由 于 xz 关 0，( 一 z=x*， 则 lg (一 x 六 与 
lgz- 有 意义 ， 于 是 lg (一 x) =lgx“， 由 公式 lgN™ = mlgN， 
所 以 由 lg (一 x)*=lgzx“ 可 得 

2lg (— x) =2lgx 
lg (一 工 ) =lgx 

欧 拉 问 这 个 怪 论 lg (一 zx) =1lgz 是 乍 么 靶 生 出 来 的 ? 

事实 上 ， 对 于 x 关 0，lg (一 +) =lgx“ 是 成 立 的 ， 但 把 指 
数 2 提 到 lg 号 前 方 时 应 写成 

lg (— zx)’=2lg| zx 
即 对 于 z 天 0，zm 是 偶数 时 ， 有 公式 
lgx” = mlg|x| 
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在 初等 微 积分 中 ， 虽 然 (Inz) = 二， 但 | -dz = nz+C 
则 不 能 成 立 ， 因 为 在 (Inzx) 中 ， 不 言 而 喻 地 告知 x >0， 而 在 
| 十 dz 中 z 有 权 取 负 值 ,所 以 必须 写成 


| 二 dz 一 Imnlxzl+C (rz 天 0) 


事实 上 ， 当 z 天 0 时 ，(nlzl+c) = 二 jz 


|z| 


证 明 如 下 : 由 于 3>2， 两 边 同 乘 以 jg 方 ， 则 得 
3lg 方 >2Ig 广 
于 是 
3 2 
lg (7) >lg ( 方 ) 
lg $ >lg 二 
最 后 得 证 >> 二。 
击 实 上书 > 村 这 个 怪 胎 是 在 “由 于 3>2, 则 3 二 >2e 让 ” 


处 孕育 的 。 证 明 者 在 “lg 了 <0， 对 于 不 等 式 3>2， 乘 以 负数 lg 六 
应 使 不 等 式 改 变 方向 ”这 一 点 上 打 了 读者 一 个 马虎 眼 。 
数学 证 明 中 一 定 要 警惕 细节 上 的 失手 和 误会 。 
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(3) 1=—1, Hilg (-1) =0 

证 明 : 由 于 (一 1 六 =1， 两 边 取 对 数 得 lg (一 1)*= 1lg1”， 
所 以 2lg (一 1) =2lgl， 于 是 lg (-1) =lgl=0, 且 -1=1。 

错误 的 根源 与 (1) 相似 。 


(4) 7=13 
考虑 分 式 方程 
Z+5_ os 4r-40 
rx—]J 13 一 并 
即 
T+5—5 (rz—7) 4zr 一 40 4zx-40_4zxz-40 
工 一 7 13-z” 7-x 13 一 xz 
邻 分 式 两 端的 分 子 一 样 ， 则 此 等 式 两 端 之 分 母 亦 应 相等 ， 放 得 
7 一 并 三 13 一 工 


两 边 同 加 得 7=13。 

事实 上 ，z = 10 是 方程 二 二 3- 5= 全 二 全 的 唯一 根 ， 这 时 
他 二 多 = 侍 二 中 分 子 为 零 ， 分 母 可 以 是 不 为 零 的 数 ， 未 必 
相等 ; “分 式 两 端的 分 子 相等 则 分 式 的 分 母 亦 应 相等 ”是 受到 


二 = 二 ， 生 = 马 ， 训 = 高 等 事实 的 误导 ， 任 经验 与 直觉 武断 地 


得 到 的 “ 假 理 ”"”， 它 对 于 分 式 方程 未 必 成 立 ， 本 例 就 是 这 个 假 
理 的 反例 。 事 实 上 ， 之 = 其 中 x 了 关 0，y 关 0，xr 可 以 与 y 
不 等 。 

(5) 任 给 n 个 自然 数组 成 的 集合 A= lal，az，…，an| 
中 ， 每 个 数 都 一 样 大 

对 ”进行 数学 归纳 法 证 明 : n =1 时，A = fall， 命题 
显然 成 立 。 假 设 对 于 n = 有， 命题 已 成 立 ， 即 对 于 任 给 的 
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fiat，a2，…，Qak1， 命 题 成 立 ， 对 于 n =k+1 的 情形 ， 考 虑 
lai，az，…，ak，ak+ll 集合 ， 由 归纳 法 假设 ， 对 fai， 
4a2，…，Qap| 与 fa2，a3，…，4apg+1| 这 两 个 只 有 个 数 的 
集合 ， 命 题 成 立 ， 节 al = ao = 二 Qap，a2y= 二 43 二 "二 Qap+1) 
此 4a1= a2= a3=… = ap = ar+1， 由 数学 归纳 法 原理 ， 命 题 
(5) 成 立 ， 证 毕 。 

但 命题 (5) 分 明 是 茎 唐 的 ， 例 如 A = 11，2，3，4， 
5|}， 无 相等 数 对 。 一 般 地 ， 任 取 元 素 个 数 不 少 于 2 的 目 然 数 集 
的 子 集 A， 它 之 中 的 数 两 两 相 寞 。 

上 述 数 学 归纳 法 的 运用 是 铺 误 的 ， 事 实 上 ， 谷 证 的 绪论 
“每 个 数 都 一 样 大 ”其 实 是 集合 中 各 元 素 两 两 相等 的 同 义 十 ， 
只 谈 一 个 元 素 构 成 集合 的 情形 为 归纳 法 的 起 步 情形 ， 是 不 足以 
反映 命题 的 需求 的 ， 应 考虑 两 个 元 素 构 成 集合 的 情形 为 归纳 法 
的 起 步 情形 。 上 述 误 证 的 铺 误 发 生 在 归纳 法 起 步 的 不 正确 议 
定 ， 事 实 上， 归纳 法 起 步 是 归纳 证 明 的 关键 ， 归 纳 递 推 则 是 归 
纳 证 明 的 难点 。 

(6) 设 a 与 8 是 任意 两 个 自然 数 ，maxla，65| =n， 则 
a 二 56，maxia，b| 指 a，5。 中 的 最 大 值 

用 数学 归纳 法 证 明 如 下 : n=1 时， 由 于 maxia,， 5b| =1， 
则 a = 6&5=1， 命 题 成 六 ，( 目 然 数 集合 指 1，2，3，…，nn 一 
1，n，…|)。 假 设 对 于 n = 有， 命题 已 成 立 ， 即 max|a，5。| 
=k 时，a = 5; 考虑 maxia,65|=k+1， 其 中 4 与 5 是 任意 两 
个 目 然 数 ， 仿 a =a 一 1， B=65 一 1]， 则 maxia, B81 =k&， 由 归纳 
法 假设 ，a = 6， 进而 a = 56， 数学 归纳 法 证 明 完 成 ， 证 毕 。 

上 述 证 明 的 错误 出 在 a=a 一 1，B=65 一 1， 其 中 4a, 5 是 
自然 数 ， 如 果 a 与 中 有 1， 则 v 与 8 不 会 全 是 自然 数 了 ! 
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ns 义 为 {10，1，2,，…，n 一 1，n， 
.| ， 则 归纳 法 起 步 ， 由 maxia, 51 = 二 1， 不 一 定 得 出 a=65=1， 
有 可能 是 a0 b 二 1， 不 管 怎么 定义 ， 上 自然 数 集 合 上 述 归 
纳 法 的 过 程 都 有 错 。 

事实 上 ，maxi3,41| =4， 当 然 得 不 出 3=4 来 。 

(7) 1= 一 1 

证 明 ; 由 于 vaev = vag， 所 以 v-1v=-L= 
Vv( -TD (-1)=v1=1; 又 V-1V-L= (V 一 1) = 一 1 
所 以 一 1=1。 

事实 上 公式 V av = VY ab 的 前 提 条 件 是 a 宇 0，65 宇 0， 所 以 
上 述 证 明 v -1v -1=Vv(-1) (一 1) 不 合法 。 

(8) —1=1 


mi ui- 十 夺 - 厅 . 丰 - 


El, I, 1I= -1 


事实 上 ， 公 式 | 入 一 竣 的 前 提 条 件 是 4 之 0，b > 0。 上 面 


证 明 : 考虑 恒等式 Y/Yx 一 y=i Vy-x, 取 x=a, y=5b， 
a 关 5b,， 则 有 Va-5=iVb-a,， 取 x=6b，y = a， 则 得 
Vb-a=i Va 一 5b， 于 是 
Va-bvb-a= (i V6-a)(i Va—-b) 
=i2? Vb-a'Va-b, 
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两 端 除 以 Va 一 5 V5 一 a 得 
1=i1*= —1 
“对 任意 的 xz，y，Vz 一 y=i Vy 一 +” 未 必 成 立 ， 例 如 
T=7, y=3, 则 vz-y=vV7-3=v4= 2， 而 i V3-7= 
i VY -4=22?2= -2,， 即 V7-3 关 i V3-7， 可 见 /zy = 
i Vy 一 不 是 恒等式 。 
(10) 0=1 
1—-1+1-1+1—1+i+.…: 
= (1—1)+(1- 1)+(1-1)+. 
=0+0+0+.…. 
=0 
1-1I+1-1+1-1+1-1+1-… 
=1-—(1-1)-(1-1)-(1-1)- -1-1)-. 
二 1—-0-0-0—…: 
= 1 
所 以 0=1.， 
事实 上 , 1-1+1-1+1-1+…=1+ (-1) +1+ (-1) 
+1+ 《一 1)… 是 无 穷 个 数 之 和 ， 它 的 运算 与 有 穷 个 加 数 的 加 法 
有 本 质 区 别 ， 不 能 对 这 种 无 穷 和 不 讲 条 件 地 运用 结合 律 。 无 穷 个 
加 数 的 加 法 有 它 的 数学 定义 ， 定 义 为 前 n 项 和 当 n->+ co 时 的 极 
限 ， 对 于 
1-1+1-1+1—1+1—…: 
而 宫 ，S24 =0，Szp+1=1, k=1，2,…， 
D2 D4, S6, Sg8, '*, S2py Sap+2y 
的 极限 是 0， 因 为 S,= Sy4= Se= Sy=…=0， 
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Si1，S3，S5， 937，…， 2kK+1， D2R+3s 
的 极限 是 1， 所 以 lim S, 不 存在 。 事 实 上 ， 如 朱 Jim Sn = 3， 
则 lm S32 = 1mS2k+l 二 >， 与 $1; 的 极限 为 0，Sz4+1 的 极限 十 
1 下 让 。 


(11) i= 
1 1 1  _,» 
S=-1T313.515.71 
-|1_.2):|2-3]4|3.4 
s =|1 3 +| | 十 | 了 | + 
2 2 3 3 4 94- 
-1-313 515 7 7 
-1-| 之 -过 | -| 立 - 羡 | -| 友 - 孝 | - 
=1-| | 一 | 7 | 
-1 
Cee 
1 3， 3 S57 .53 7 
S = 一 
1 1,1 1,.1 1,1 
-F761+6 1010 14 14 
1 yl yl 1 ... 
= (6 6) (16- 16) (14™ 14 
_1 
2 
‘Ji 于 
所 以 1= 广 。 


这 一 雇 论 的 根源 在 于 对 无 穷 和 不 加 分 析 地 无 条 件 地 使 用 


(12) 由 于 | - 士 | = 点 ， 所 以 由 微 积分 基本 定理 得 


| az=[-x) =-1-1=-?2 
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但 被 积 函 数 在 [ -1，1] 上 是 非 负 的 ， 所 以 积分 不 应 是 负 的 。 
这 一 矛盾 的 根源 是 误 用 了 微 积分 基本 定理 ， 事 实 上 ， 微 积 


分 基本 定理 要 求 | f(z)dz 中 f(z) 在 [a，5] 上 连续 而 上 
在 [- 1，1] 上 并 不 连续 ，z=0 是 y= -5 在 [-1， 1] 上 的 
一 个 间断 点 。 

正确 的 分 析 是 ; | -5dz -| 3 -二 dz+ +| -5dz,z =0 是 
右 端 积分 的 “ 瑕 点 ” 


工 1 | 一 1， 1 [=-1 1 
| az = im | 5dz = lim | 1| =+ 


U< se 


[2 -dx = im | 1 dr = lim 1|=+ 


U< e—*0 


和 
的 。 不 顾 定理 的 条 件 ， 讶 目地 形式 地 套 公 式 免不了 要 出 笑话 。 
(13) 1=-1 
由 于 | 入 = | = 所 以 jnz=in (—x), 过 一 一 二 l=—1 
册 | 全 = | 业 -2 得 不 出 nz = mn (- <)， 事 实 上 ， 


Enlzl+C, | 人 =n-zxitc,fnlzi+cl 与 


Ini- z 1+ Cl 是 二 (xz 关 0) 的 原 函数 集合 ， 只 能 得 出 集合 
tnizlj+C = {ln|j 一 x|1+ Ci， 其 中 C 是 任意 常数 。 
(14) 设 了 = |sinzcoszdzx, 风 


， 2 


I = | sinz (costdz ) = |sinzdsinz 一 0 
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cos” 他 


I = |eosz (sinzdz) 一 一 |coszdeosz = 一 


所 以 


sin :x = 一 cos Xx 
sin Xx+cos r=0 


此 与 sin2z +cos 之 = 工 政 盾 ! 


，2 
这 个 矛盾 是 由 了 T= |sinz (coszdz) 一 7 与 |snzcoszdz 


一 一 | soszd(cosz) 二 一 Cos I 这 两 个 不 定 积分 未 写 上 积分 第 数 


2 
造成 的 ， 事 实 上 ， 应 写成 
1= Sm + Ch [= T+, 
于 十 
SEC C=C, sin xX+cos r=2C Xzr=0 


时 ， 左 端 为 1， 故 2C=1， 从 而 得 公式 sin ?Xx 十 cos x= 1o 

生活 中 穿 上 上 衣 ， 忘 记 系 上 某 个 纽扣 无 关 大 局 ， 但 数学 
中 ， 再 小 的 “数学 纽扣 ”也 不 能 忘记 处 理 好 ， 犹 如 求 不 定 积 
不 可 漏 写 积分 常数 一 样 。 求 不 定 积 分 ， 关 键 在 于 求 得 被 积 图 数 
f(z) 的 一 个 原 函 数 下 (xz), 即 使 得 F(x)= f(x) 的 F(z) 是 什 
么 是 问题 的 难点 ， 积 分 常数 好 像 是 顺手 抄 上 去 的 + C， 但 这 个 
尾巴 不 是 可 有 可 无 的 ! 有 它 则 是 老虎 ， 没 有 这 条 尾巴 则 成 了 无 
力 的 青蛙 。 

(15) 考虑 图 30-1 中 的 等 腰 和 人 ABC， 底 边 AB = 12， 病 
CD =3， 在 CD 上 必 存 在 一 点 也 ， 使 得 

S=PC+PA+PB 

最 小 ， 让 我 们 找到 P 点 的 位 置 ， 以 x 表示 DP 之 长 ， 则 PC = 
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3-x,， 且 PA=PB= (zx?+36 上 六 ， 故 
S=3 一 十 2 3 


= 一 1]+2x (xz + 36)-2 


令 9=0， 得 zx=2V3>3， 即 P 不 在 CD 上 ， 因 此 CD 上 没有 


使 S 取 最 小 的 点 。 


一 一 SN 


盏 D A 
图 30-1 
上 述 诬 误 是 怎样 形成 的 ? 
事实 上 ，S = S(z) 的 极 值 点 x =2V3 是 唯一 的 ， 这 个 极 值 
点 不 在 CD 上 ， 但 我 们 求 的 是 “最 值 "， 最 值 是 应 在 边界 点 、 


极 值 点 与 不 可 导 的 点 中 挑选 ，z€ [0，3] 上 无 $ (zx) 的 极 
值 点 ， 又 S(z) 在 (0，3) 和 0 : 


A 


_ 4x” 
y (7) xXx“+36 


今 


处 二 
+36， 


y (zx)= a>0, rE (0, 3) 


所 以 xX) 是 (0，3 1 六 | 旋 义 ， 27 
折 以 y (xz) ( ) 内 的 递增 函数 大 下 在 (0, 
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3) 内 递增 ， 在 x = 3 处 ， 7 于 是 在 [0， 
3] 上 0 过 一 上 红 一 <1， 从 而 9 在 [0，3] 上 小 于 零 ，S 在 zx 


Vx +36 
=0 处 取 最 大 。 即 p= DD 时 ，S 最 大 。 


(16) 任何 三 角形 都 是 等 腰 三 角形 

证 : 图 30-2 中 人 ABC 是 任意 一 个 三 角形 ， 作 一 C 的 平分 
线 与 AB 边 的 垂直 平分 线 ， 两 者 交 于 巨 点 ， 作 AC 与 BC 的 垂 
线 EF，EG， 连 接 EA 与 EB。 和 ACEFGACEG，CE 是 它们 
的 公共 斜 边 ;又 因 FCE = 了 GCE， 所 以 CF = CG。 再 则 EF 
= EG， 又 EO 是 AB 的 垂直 平分 线 ， 故 AE = BE， 于 是 直角 
三 角形 人 EFA 咏 人 EGB， 故 FA = GB， 至 此 得 

FA + CF= GB+CG 
即 AC = CB， 公 ABC 是 等 腰 三 角形 ， 由 全 ABC 的 任意 性 ， 得 
四 皆 等 腰 二 角形 。 
述 结 论 分 明 是 荒 廖 的， 但 其 逻辑 推理 似乎 都 说 得 过 去 ， 

是 什 和 地 方 驻 了 人 员 


图 30-2 图 30-3 
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事实 上， 对 于 不 等 腰 的 三 角 人 ABC, 在 BC > AC,， 人 人 C 


平分 线 与 4B 交 于 DD 点 ， 则 由 于 Ss = 全， 知 AD < BD, 在 


入 ABC 内 部 ， 人 人 C 平分 线 CD 在 AB 中 垂 线 左 侧 ， 两 者 不 能 在 
和信 ABC 内 交 于 一 点 玉 。E 点 找 不 到 ， 上 面 的 廖 证 则 不 能 说 出 
来 了 ， 见 图 30-3。 把 不 存在 的 EE 点 作为 一 个 证 明 的 依据 加 以 
利用 ， 是 “想当然 ”(E 存在 ) 的 马虎 念头 把 我 们 引 上 了 和 邪 路 ! 

(17) 直角 等 于 钝 角 

证 : 设 ABCD 是 任 一 矩形 ， 在 矩形 ABCD 外 作 与 BC 等 
长 的 BE， 因 而 BE = AD， 作 DE 和 AB 的 垂直 平分 线 ， 因 为 
它们 垂直 于 不 平行 的 两 直线 ， 它 们 必 交 于 一 点 P， 连 接 AP， 
BP，DP，EP, 于 是 PA=PB, PD=PE, 又 4AD=BE， 所 
以 人 APD 安 人 BPE， 因 此 人 DAP = 人 EBP; 但 是 BAP = 
ABP， 因 为 这 两 个 角 是 等 腰 和 人 APB 的 底 角 ， 用 减法 得 直角 
了 了 DAG = 钝 盘 FEBA， 见 图 30-4。 


图 30-4 
事实 上 ， 连 接 PA，PB，PD，PE， 形 成 的 三 角形 人 BPE 
的 边 PE 在 PB 右 侧 ， 这 样 就 形 不 成 上 述 那 论 (直角 = 和 钝 角 )。 
这 一 刻 论 是 不 认真 画图 ， 只 是 想当然 地 画 了 个 不 正确 的 草图 
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30-4 阁 成 的 肽 烦 。 读 者 可 以 认真 地 用 尺 规 作 一 下 正确 图 示 ， 
即 可 玲 穿 上 述 的 错误 证 明 。 
(18) 从 一 点 到 一 条 直线 有 两 条 和 王 线 


图 30-5 

证 : 令 任 二 圆 交 于 A，B 两 点 ， 见 图 30-5。 作 直径 AC 
与 AD， 且 令 C 与 忆 的 连 线 分 别 交 两 圆 于 M，N 两 点 ， 于 是 
了 AMC= 人 AND =90， 因 此 ，AM 与 AN 是 直线 CD 的 两 条 
班 线 。 

捉 实 上 连接 C 与 DD 的 直线 必 过 B 点 ， 不 可 能 与 两 圆 分 别 
相交 于 M，N 两 点 ， 没 有 任何 根据 地 想像 一 种 假象 当 作 事实 ， 
往往 是 数学 证 明 被 误导 出 荡 诬 的 祸根 ， 本 书 作 者 接 到 过 一 些 聪 
明 人 关于 请 如 4CC 的 证 明 ， 即 他 们 宣称 用 手 和 笔 写 出 了 四 色 
猜想 为 真 的 证 明 (证 明了 任 一 地 图 仅 用 4 种 颜色 即 可 把 各 国 版 
图 染 一 种 颜色 ， 且 邻 国 异 色 )， 人 和 仔细 推荐 一 下 ， 那 些 证 明之 所 
以 通 不 过 ， 正 是 犯 了 和 这 里 的 18 种 诬 论 类 似 的 失误 ， 把 本 来 
不 成 芯 的 事实 拿 来 当前 提 来 谈论 。 直 觉 有 时 会 欺骗 我 们 ， 在 数 
学 面前 ， 一 字 一 句 都 不 敢 马 席 ， 说 话 一 定 要 有 (定义 或 理论 ) 
根据 ! 
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数学 是 从 哪里 来 的 ? 数学 的 源头 是 直觉 ， 大 数学 家 庞 加 莱 
说 :“ 纯 逻辑 不 能 使 我 们 得 到 任何 新 东西 。 数学 主要 是 从 经 验 
和 直觉 中 抽象 出 来 的 ， 但 它 的 研究 对 象 是 抽象 出 来 的 不 可 触摸 
的 抽象 概念 ， 如 果 再 用 直觉 去 研究 它 ， 而 不 是 从 公理 、 定 义 和 
定理 出 发 ， 进 行 严格 地 证 明 ， 会 得 出 荒诞 的 结论 的 |! 

现代 大 数学 家 冯 :' 诺 伊 曼 直言 : “数学 的 概念 来 源 于 经 验 ， 
但 数学 不 是 一 门 经 验 科 学 ”逻辑 不 能 代替 数学 ， 直 觉 也 不 能 
代替 数学 。 在 历史 上 ， 牛 顿 基于 物理 学 家 的 直觉 建立 的 原始 微 
积分 鼎 洞 百出 ， 它 其 实 离 现代 的 经 魏 尔 斯 特 拉 斯 等 数学 家 严格 
化 之 后 的 微 积 分 差别 很 大 ; 严格 推导 和 准确 计算 是 数学 工作 的 
主流 ， 直 觉 则 向 数学 家 提供 数学 模型 的 实际 模型 和 猜想 出 数学 
的 结论 ， 但 猜想 与 直觉 可 能 是 不 成 立 的 。 

我 们 依靠 直觉 ， 我 们 依靠 证 明 ， 我 们 依靠 计算 ， 数 学 是 直 
党 通知 我 们 的 ， 数 学 是 证 出 来 的 ， 数 学 是 算出 来 的 。 

下 面 我 们 用 13 个 实例 说 明 直 觉 有 时 误导 我 们 。 

(1) 一 辆 汽车 从 甲 地 开 往 乙 地 的 速度 是 每 小 时 60 公里 ， 
从 乙 地 开 回 甲 地 是 每 小 时 40 公里 ， 问 该 汽车 往返 甲乙 两 地 的 
平均 速度 是 多 少 ? 


我 们 可 以 不 经 意 地 抢答 20 说 = 50 公里 。 
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这 个 答案 是 不 成 立 的 ， 事 实 上 ， 设 甲乙 两 地 相距 z 公里 ， 
则 从 甲 到 乙 耗 时 52， 从 乙 返回 甲 耗 时 站， 往返 共用 
z| 二 50 二 | 小 时 ， 可 见 往 返 的 平均 速度 应 为 


1 1 1 上 
601 40) 60740 


(2) 甲 能 在 4 天 内 完成 一 件 工 作 ， 乙 能 在 6 天 内 完成 这 项 
工作 ， 间 两 人 合作 几 日 可 完成 此 项 工作 ? 


如 果 不 慎重 分 析 和 计算 ， 也 许 有 人 认为 二 人 合作 在 方 〈4 
+6) =5 天 可 完成 此 项 工作 ， 其 实 甲 每 日 完成 此 工作 的 才 ， 


v Lr = 一 一 一 =48 公里 /小 时 


2 
访 ， 于 是 二 人 合作 需要 1 二 > 二 二 2.4 天 完成 此 工作 。 


个人 以 每 3 个 1.7 元 志 遇 它 的 二 下 的 于， 以 每 
个 1.7 元 卖 出 其 余 的 一 半 ， 问 他 以 每 只 鸭蛋 多 少 钱 的 价格 才能 
得 到 同样 的 收入 ? 

一 种 算法 是 3 个 +5 个 =8 个 ， 共 卖 3.4 元 ， 所 以 每 个 应 
卖 3.4 二 8=0.425 元 ， 其 实 这 种 算法 是 一 种 误解 。 


事实 上 ， 设 鸭蛋 共 x 只 ， 则 他 的 总 收入 是 2 到 + 
于 =z| 1 + 了 | 元 ， 于 是 每 只 鸭蛋 的 价格 为 
(4) 如 果 直 径 4 厘米 的 一 个 线 球 值 20 元 和 8 厘米 的 


214 一 


第 三 十 一 回 @@ 直觉 恩赐 过 我 们 ”直觉 误 寺 过 我 们 


一 个 线 球 值钱 多 少 ? 

如 果 有 人 认为 8 厘米 的 线 球 的 价格 应 是 4 厘米 线 球 的 2 
倍 ， 那 就 受 了 直觉 的 欺骗。 事实 上 ， 应 当 论 体积 来 计价 ，8 悍 
米线 球 的 体积 是 4 厘米 线 球 体积 的 8 倍 ， 所 以 直径 8 厘米 的 线 
球 应 值 160 元 而 不 是 40 元 。 

(5) 一 个 细菌 在 培养 液 中 分 裂 繁殖 ， 每 一 分 钟 分 裂 成 两 
个 ，10 分 钟 后 培养 液 中 有 1024 个 细菌 ， 问 第 几 分 钟 后 培养 液 
中 恰 有 512 个 细菌 ? 

512 恰 是 1024 的 一 半 ， 所 以 培养 液 中 有 512 个 细菌 的 时 
间 也 应 是 10 分 钟 的 一 半 ， 即 5 分 钟 后 恰 有 512 个 细菌 ， 直 筑 
正在 骗 人 ! 事实 上 ，512 个 细菌 再 经 1 分 钟 则 可 分 裂 出 S12x 2 
=1024 个 细菌 ， 可 见 ， 正 确 的 答案 应 该 是 10 -1=9 分 钟 ， 邵 
第 九 分 钟 后 培养 液 中 恰 有 512 个 细菌 。 

(6) 一 位 工人 到 一 个 愚蠢 的 老板 那里 打工 ， 老 板 说 我 这 里 
工资 可 不 高 ， 你 若 嫌 少 ， 可 以 去 别处 干 。 工 人 说 ， 我 要 的 工资 
很 低 ， 你 第 一 个 半月 只 需 付 我 1 分 钱 工资 ， 第 二 个 半月 只 需 何 
我 2 分 钱 工 资 ， 以 后 每 过 半月 工资 加 倍 ， 老 板 高 兴 地 答应 了 了， 
就 签 了 劳动 工资 合同 ; 一 年 后 工人 得 到 了 老板 难以 支付 的 工 
资 。 

傻瓜 老板 觉得 1 分 钱 ，2 分 钱 ，4 分 钱 ，8 分 钱 地 付 给 工 
人 半 个 月 的 工资 实在 太 便宜 了 ， 迪 不知 一 年 下 来 ， 他 必须 按 合 
同 付 给 工人 

S=1+2+22+2B3+… +2 


_1 (1-2”) 
1 一 2 


=224 -1=167771.16 元 
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如 来 是 签 了 三 年 的 合同 ， 则 老板 应 付 工 人 工资 


地 (22-1) =M 元 


M 是 个 天 文 数字 ， 事 实 上 ，lg22 = 72lg2 = 72 x 0.3010 = 
21.672， 说 明 2“ 是 个 22 位 数 ，M 是 个 20 位 的 大 数字 ， 老 板 
就 是 倾家荡产 也 出 不 起 这 笔 工钱 。 

(7) 一 个 钟 5 秒 钟 囊 了 6 下， 它 敲 12 下 需要 儿 秒 钟 ? 

有 人 抢答 5x2=10 秒 ， 此 人 讲理 说 12 下 是 6 下 的 两 倍 ， 
所 以 所 用 时 间 也 要 加 倍 。 

事实 上 ， 看 图 31-1 知 打 12 下 需 用 11 秒 钟 。 

1 2 7 3 4 5 6 7 8 9 ” 10 1 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 下 


图 31-1 

(8) 一 个 产子 和 一 个 软木 蹇 共 值 1.10 元 ， 瓶 子 比 软木 塞 
贯 1 元 ， 问 软木 塞 值 多 少 钱 ? 

粗心 人 日 , 1.10-1=0.1 元 ， 即 软木 塞 值 1 角 钱 ， 这 个 
答案 是 日 其 其 人 的 错觉 。 

捉 实 上 ， 设 软木 寨 x 元 ， 则 瓶子 1.10 - z 元 ， 又 瓶 比 软 
木 塞 贵 1 元 ， 即 

(1.10 一 过 ) -x=1 


z= 圭 x0.1=0.05 元 


2 

即 软木 塞 5 分 钱 一 个 。 
(9) 在 一 个 玻璃 杯 中 有 奉 干 液体 A， 在 第 二 个 玻璃 杯 中 
有 相同 量 的 液体 B， 从 第 一 个 玻璃 杯 中 取 一 匙 液体 A 放 入 第 
一 个 玻璃 杯 中 ， 然 后 从 第 二 个 玻璃 杯 中 又 取 一 匙 混合 物 放 回 第 
一 个 琉璃 杯 ， 问 第 二 个 杯 中 的 液体 A 是 否 比 第 一 个 杯子 中 的 
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液体 B 多 ? 

甲 说 : 从 第 一 杯 向 第 二 杯 加 入 了 一 匙 A 液体 ， 而 从 第 二 
杯 还 回 第 一 杯 的 是 一 是 A，B 混合 液 ， 所 以 第 二 杯 得 的 A 液 
多 而 还 回 的 少 ， 所 以 第 二 杯 中 的 A 液 比 第 一 标的 B 液 多 。 

乙 对 甲 痪 : 你 在 睹 说 ! 事实 上 ， 从 第 一 杯 向 第 二 杯 加 入 一 
如 A 液 后 再 从 第 二 杯 还 回 第 一 杯 一 匙 混合 液 ， 尽 管 两 杯 中 都 
成 了 混合 液 ， 但 双方 总 量 还 是 相等 的 ， 第 二 杯 中 的 A 液 来 自 
第 一 杯 ， 第 一 杯 中 损失 的 这 些 A 液 不 怡 为 相同 数量 的 B 液 所 
补 平 吗 ? 可见 这 时 第 二 杯 中 的 A 液 与 第 一 杯 中 的 B 液 一 样 
多 。 

(10) 一 张 一 瞩 米 厚 的 大 纸 被 截 成 两 半 ， 一 半 辣 在 过 一 半 
上 面 ， 然 后 再 把 这 黎 纸 截 成 两 半 ， 把 一 半 秋 在 男 一 半 上 面 ， 如 
此 裁 合 了 50 次 ， 间 最 后 这 些 纸 能 否 超 过 一 公里 厚 ? 

甲 说 : 一 张 薄 薄 的 纸 ， 谷 了 这 么 几 次 哪 能 有 一 公里 那么 厚 
呢 ? 

乙 说 : 算 算 再 说 好 吗 ? 

裁 合 一 次 是 两 层 ， 裁 合 两 次 是 2* =4 层 ， 裁 晋三 次 是 23= 
8 层 ，…， 裁 人 50 次 是 22 层 ， 取 对 数 

lg2” = 50 x 0.3010= 15.05 
即 此 纸 登 的 融 度 以 毫米 为 单位 是 一 个 16 位 数 ， 而 1 公里 = 10% 
时 米 ， 所 以 此 芍 纸 高 以 公里 为 单位 是 一 个 10 位 数 ， 有 几 十 亿 
公里 高 ! 

指数 函数 y= a*， 当 a >1 时 的 增长 速度 是 爆炸 性 的 ，x 
足够 大 时 ，az 可 以 大 得 惊人 。 : 

(11) 同一 件 商 品 折扣 15% 卖 出 与 先 以 10% 的 折扣 标价 ， 
再 在 减 价 的 价格 上 打 个 5% 的 折扣 是 否 卖 价 一 样 ? 
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”Q 乙 讽 : 不 能 想当然 地 随便 说 ， 事 实 上 ， 设 原价 为 zo。， 打 
1$% 的 折扣 后 卖 价 为 zo xX 85%; 而 先 打 10% 的 折扣 ， 标 价 为 
zxoX 90%， 再 在 此 标价 上 折扣 5%， 则 卖 价 为 xo Xx 90% x 
(1 一 5%) = roX85.5%， 后 一 种 折扣 方式 商家 得 利 更 多 。 

顾客 应 该 精打细算 ， 提 防 商人 用 折扣 的 伎俩 促销 骗 人 。 
(12) 4 分 之 4 超过 4 分 之 3 多少? 


甲 说 ， 个- 半 = 全 

二 江 人 是 比方 4 从 为 十 的 3， 所 以 
应 该 回答 生 超 过 二 的 3 。 

(13) 一 个 田 同 学 想 算 算 他 到 8 年 级 为 上 的 平均 成 绩 他 
先 求 得 1 年 级 到 5 年 级 的 平均 成 绩 ， 再 求 得 6 年 级 到 8 年 级 的 
平均 成 绩 ， 两 个 平均 成 绩 再 平均 一 下 ， 他 就 能 得 到 这 8 年 的 平 
均 成 绩 吗 ? 

甲 说 ， 是 。 

Z 说 : 你 又 糊涂 了 ! 设 每 年 成 绩 为 zl，zx2，zx3，…， 
zsg， 则 平均 成 绩 应 为 


1 ~ 
8 (Xi1+x2+ x3t+ + XI + rg) 一 


而 按 甲 的 算法 ， 


= 了 | 1 1 
到 = 了 | < (Xx1+ x2+ x3t+ .rat+ xs) “本 (xe+ x7+ 78) | 


= (ZX1+Zx2+ x3+ Tat+ xs) + 二 (xXxet+ zx7+ xg) 
这 两 种 解法 的 结果 未 必 一 样 ， 例如 Xi™ X22 XI TX4— Xs 
100，zxe= 二 7x7 二 xg 二 60， 则 = 二 50+30=80 分 ， 而 正确 结论 则 
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为 工 =680 二 8=85 分 ，80 分 <85 分 。 

直觉 是 宇 贯 的 ， 它 往往 引导 我 们 发 现 结论 ， 但 发 现 结论 之 
后 还 必须 论证 这 个 结论 是 否 正确 。 数 学 结论 要 接受 严格 证 明 的 
签 定 ! 直觉 是 数学 之 旅 的 导游 ， 我 们 感谢 导游 们 的 帮助 和 领 
路 ， 但 我 们 也 要 多 一 点 心眼 ， 提 防 个 别 导游 会 骗 人 。 
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〇 第 三 十 二 回 
斯 巴 达 天 书 腰 市 鲁 要 可 做 坪 
RSA 明文 密 钥 公开 不 漆 密 


TEE EE ETE EE EE 


在 战争 、 经 济 、 考 试 等 重大 社会 活动 当中 ， 通 信和 要 严格 保 
沉 ， 于 是 形成 了 保密 通讯 的 学 科 . 

用 把 一 条 信息 发 送 给 乙 ， 要 求 除 甲乙 二 人 之 外 ， 不 能 让 别 
人 得 知 该 信息 的 含义 ， 这 种 通讯 称 为 保密 通讯 。 用 目 然 语言 
其 他 能 为 第 人 所 识 的 符号 表达 信 乱 含 义 的 讯号 称 为 明文 ， 把 明 
文 作 某 种 变换 与 伪装 后 得 到 的 讯号 侍 号 称 为 密 文 ; 把 明文 变换 
成 密 文 的 过 程 称 为 加 密 ; 加 蜜 规则 叫做 密 铀 ; 把 密 文 还 原 成 明 
文 的 过 程 称 为 解密 。 

保密 通讯 上 日 古 有 之 ， 不 但 全 今 不 衰 ， 而 且 已 经 发 展 成 一 种 
受到 各 国政 府 与 车 方 十 分 重视 的 科研 诛 题 。 古 布 膀 有 斯 巴 达 天 
书 ， 传 说 斯 巴 达 差 和 直 一 奴隶 到 前 线 去 给 莱 桑 德 将 军 送 来 一 条 腰 
带 ， 如 图 32-1. 
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图 32-1 
莱 桑 德 得 到 此 腰带 后 ,把 它 缠 在 一 根木 检 上 , 见 图 32-2, 得 明文 
Kill King! 


斩 掉 暴君 
图 32-1 中 的 符号 列 是 密 文 ， 图 32-2 中 的 符号 列 则 是 明 
文 ， 密 乌 是 “ 采 带 绕 森 棍 ”。 
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图 32-2 
如 果 把 密 文 从 左 到 右 编号 1，2，3，…，n， 则 满足 被 4 
除 余 1 的 那个 符号 被 录用 ， 被 录取 的 符号 号 码 i 满足 
i 二 1] (mod 4) 
上 式 中 的 1 表示 余数 ，i 是 被 除数 ，mod 4 表示 4 是 除数 。 可 
上 上 述 密码 的 密 钥 等 价 于 把 i 二 1 (mod 4) 的 符号 抄 出 即 得 明 
文 。 密 文中 其 余 的 字母 是 随机 地 频 写 的 ， 是 为 了 加 密 ， 使 外 人 
不 易 破 译 。 
在 中 国 古 代 也 有 原始 的 保密 通讯 。 
例如 明太 祖 朱 元 璋 ， 朱 本 是 安徽 凤 阳 县 的 一 个 放 牛 娃 ， 后 
聚众 起 兵 ， 推 翻 蒙古 族 建立 的 元 朝 而 当 了 明 朝 的 开国 大 帝 。 他 
在 当年 的 中 秋 节 前 福 ， 令 点 心 铺 做 了 一 大 批 馅 里 夹带 了 “中 秋 
夜 杀 攻 子 ” 纸 条 的 月 饼 ， 这 不 就 是 一 种 保密 通讯 吗 ” 其 密 钥 是 
月 鳞 ， 密 文 也 是 月 饼 ， 明 文 则 是 月 饼 里 夹带 的 那 张 纸 条 上 写 的 
字 。 又 例如 传说 战国 时 ， 齐 国 派 齐 立国 到 秦 国 卧底 ， 齐 立国 在 
笋 始 星 面前 伪装 忠诚 秦 国 ， 官 至 三 品 ， 在 宫 中 跟随 秦始皇 左 
右 ， 天 天 己 这 位 独裁 者 见面 。 别 的 大 臣 无 权 在 宫 中 配 全 ， 惟 有 
齐 立 国 可 以 身 配 宝剑 ， 以 保卫 秦王 ， 轴 春节 残 的 秦始皇 一 点 也 
没有 察 党 齐 立 国 的 使 命 是 等 待 齐 王 命 邻 ， 时 机 成 熟 时 干掉 秦 始 
星 。 一 日 ， 齐 王 派 使 者 王 大 杰 去 送信 ， 令 齐 立国 见 信 后 立刻 刺 
杀 秦 始 星 。 为 了 防备 秦 国 搜查 到 齐 王 的 密令 ， 齐 国 下 令 把 王 大 
太 的 大 腿 肌肉 谢 开 ， 把 写 有 密令 的 齐 王 手 论 放 进 王 大 杰 的 大 
腊 ， 再 把 伤口 缝合 ， 待 伤 愈 之 后 ， 送 王 大 杰 上 路 ; 一 路 过 关 顺 
利 ， 很 快 找到 了 齐 立 国 ， 王 大 杰 当 着 齐 立国 的 面 用 剑 把 自己 的 
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大 腿 训 开 ， 取 出 密 件 交 给 了 齐 立国 。 无 奈 此 举 被 秦王 安置 在 齐 
国 的 亲信 察觉 ， 汇 报 了 秦王 ， 秦 王 把 齐 立国 和 王 大 杰 同 时 次 近 
处 死 。 在 这 一 保密 通讯 当中 ， 密 钥 是 王 大 杰 的 大 腿 ， 这 个 密 饮 
并 不 高 明 ， 结 果 因 密 钥 落后 而 泄 黎 。 

如 何 制作 高 超 的 密 钥 ， 是 保密 通讯 成 功 的 重要 条 件 。 

古 罗 马 帝 国 的 凯撒 大 帝 曾 制作 了 一 种 密码 。 他 把 从 a 到 = 
这 26 个 字母 从 0 到 25 编写 


abcdefghijk lmno prqrs tuv wx yr? 
0123456789 101112 131415161718192021 22232425 


任 取 a€ 11，2，…，251， 把 上 述 字 母 的 编号 加 上 a 再 用 26 
除 ， 求 得 其 余数 ， 即 为 新 的 号 码 ， 按 新 号 码 排险 ， 例 如 a= 3， 
则 新 的 字母 列 为 


xyzabcdefghi }k mnopdqdrs1l uv w 


012345678910111213141931617 18 19202122 .23 242 


例如 明文 是 
ldpzdgj， 

解 窗 : 

1=11， 在 新 号 码 中 ，11=， 

d= 二 3， 在 新 号 码 中 ，3=a， 

p 二 15， 在 新 号码 中 ，15=m， 

z=25， 在 新 号 码 中 ，2S = w， 

d= 3， 在 新 号 人 码 中 ，3=a， 

a= 16 在 新 号 码 中 ， 

=9， 在 新 号 公 中 ，9=&， 

二 是 入 导 密 文 含义 : Iam Wang. 
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训 撒 密码 的 窗 钥 是 (i+ a)(mod 26)， 其 中 i 是 abcxyz 
的 编号 ，a=0，vwE 11,2,…,25|。 

则 撤 密码 的 变种 很 多 ， 例 如 把 26 个 字母 先 按 自然 顺序 排 
成 一 行 ， 再 按 随机 顺序 排 成 一 行 ， 上 下 对 齐 : 


abcdeftghijklmnnopqrstuvwxyz(32.1) 


mitaljltkhredqdirculvowhxsydzgb(32.2) 


明文 是 :Tell the driver where to take me and ask him to go 
as guickly as passible。 

密 文 是 ; xtrrxptjweytwdptwtxlxmitctmujmnipecxlhlmnosea- 
irgmnvinnefrt。 

这 种 密码 的 密 钥 是 字母 列 (32.2)。 

通信 双方 手中 都 持 有 (31.1) 和 (31.2) 两 个 字母 表 ， 所 
以 解密 只 需 从 (32.2) 呵 上 找到 对 应 字母 抄 出 即 可 。 

法 国 密码 专家 维 吉 尼 亚 利用 从 0 到 25 对 26 个 拉丁 字母 编 
写 髓 取 一 个 喘 语 单词 做 密 钥 ， 发 明了 一 种 密码 。 例 如 他 选择 
“无 线 电 ”Radio 为 密 钥 ， 则 写成 Radio= (17，0，3，8，14) 

如 果 明 文 是 ; I am Wang Shuhe。 
写成 编码 形式 的 明文 是 : 8，0，12，22,，0，13，6，18，7， 


20, 7, 4 
加 密 . ] a mm W a n ggS hu h ee 
+) R a d i o R a d i o a 
8 0 12 22 0 13 6 18 7 20 7 4 
+) 17 0 3 8 14 17 0 3 8 14 17 0 
25 0 153 30 14 30 6 2] 15 34 24 4 


对 上 述 加 得 的 数列 进行 (mod 26) 处 理 ， 即 求 被 26 除 的 余数 ， 
得 序列 
25, 0, 15, 4, 14, 4, 6, 21, 15,，8, 24,，4。 
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这 个 数列 在 自然 顺序 的 字母 表 中 (从 0 到 25 编号 ) 中 对 应 的 
字母 列 为 
7 AP FEO E G VY P I TY L 


-) R A DD I Oi RR A D 】 OiO R A 
(25 -17) (0-0) (15-3) (30-8) (14-14) (4-17) (6-0) (21-3) (15- 8) (8-14) (24-17) (4-0) 


= 8 0 12 22 0 -13 6 18 7 -6 7 4 
= 8 0 12 22 0 13 6 18 7 20 7 4 (nod26) 
= I A M WwW A N G SS H U H EL 


做 密 钥 的 单词 可 以 随时 变换 ， 其 至 换 成 一 个 无 意义 的 字母 
串 等 等 ， 以 便 增 加 保密 程度 。 

以 上 这 些 密 码 的 密 钥 必须 绝对 保密 ， 一 旦 密 钥 让 策 方 销 
取 ， 我 方 通讯 就 无 密 可 保卫 ! 

1978 年 ， 数 学 家 Rivest，Shamir 和 Adleman 创造 了 一 种 
密码 ， 他 们 使 用 的 密 钥 可 以 向 敌 方 公开 ， 对 方 也 难以 破译 ; 这 
种 密码 称 为 RSA。 

(1) RSA 的 加 密 

1” 把 字母 序列 ABC…XYZ 编 成 平 几 码 : A=01，B=02， 
C=03，…，Z=26。 

2” 宣布 密 钥 (e, n)，e,n 是 目 然 数 。 

3” 对 用 平凡 码 抄 出 的 明文 M 进行 切 分 ， 这 里 M 是 一 个 
目 然 效 ， 

M = MiM,:…M, 
舍 M<n, i=1, 2, *…, k。 
4” 计算 Me= M (mod n) 得 密 文 
M = MM ,Mo 
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把 M 切 成 x 段 是 为 了 Mf 寺 MM'; (modz ) 易于 计算 。 
倪 得 Me 太 大 难以 处 理 。 

(2) 密 钥 (e， 7 ) 的 制作 

1” 只 是 “我 知 天 知 地 知 ” 地 选取 两 个 百 位 级 大 素数 p， 


2” 公布 n=pxg 的 n 值 。 
3” Cr 二 (Pp 一 1)(g 一 1)，r 不 公开 。 
4” 这 e 为 卓然 数 ， 使 得 (e,r)=1， 即 e,r 的 最 大 公约 
数 是 1 ( 互 素 )， 公 布 e。 
(3) 我 方 解 密 方法 
1” 取 4 为 目 然 数 ， 使 得 1 寺 4 志 r+，ed 寺 1 (modr), 4d 
保密 。 
2” (M';)“ 圭 M; (modn )， 于 是 得 明文 
M = MMRM 
例如 ， 取 p=73，g=97， 于 是 
1” n=73x97=7081, r=(73—1)(97-1)=6912.。 
2” 取 e， 使 其 满足 (e,r)=(e,6912)=1， 求 得 
e = 101, 211, 307, 31 
d = 2669, 3931, 1531, 223 
其 中 ed =1 (mod 6912)，6912 = y。 
3” 若 明 文 为 M = Pounds， 则 明文 之 平凡 码 为 
M = 16 15 21 14 04 19 
(P=16, o=15, 4%=21, n=14, d=04,，s=19)。 
4” 切 分 M: M= MiMM;3, Mi = 1615, M, = 2114, 
M3 = 0419。 
5” 制作 和 密 文 ，M = MM 2M 3 (用 e=101，4d = 2669) 
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161$* = 161S41 = 4226(mod nn ) ,7 = 7081 


AT = 4226 
2114“ 二 2114™! 三 1$82(mod 7 ) 
M’, = 1582 
0419“ = 419™ = 0765(mod 7 ) 
AM 5 = 0765 

于 古 密 人 码 为 


AM“ = 4226 1582 0765 
6” 接收 者 解密 : 4 = 2669， 
42264 二 4226”*0 二 1615(mod 7 ) 
15824 = 1582%% = 2114(mod 7 ) 
0765”° 三 0419(mod nn) 
于 是 得 明文 
z AT = 161921140419 = Pounds 
对 十 RSA， 第 三 者 解密 的 难度 非常 之 大 ! 事实 上 ， 当 仿 
用 40 秒 可 以 判定 一 个 百 位 自然 数 是 否 素数 ， 所 以 制造 RSA 者 
可 以 很 快 确定 p 与 g 两 个 大 素数 ， 进 而 定 出 n= pxgqg， 但 局 
外 人 对 于 已 知 的 站 (三 百 位 以 上 的 自然 数 )， 把 这 么 大 的 7 分 
解 成 两 个 素数 之 积 ， 大 约 需 进行 12x10“* 次 运 舞 ， 以 每 次 运算 
(10-5) 秒 计 算 ， 也 需要 3.8x10? 年 。 可 见 RSA 中 的 pp 与 g 
的 保密 程度 是 极 高 的 ! 因为 不 知 p，g 则 不 知 r， 进 而 不 知 aq， 
从 而 不 能 把 密 文 M = MAM sp… M4 译 成 明文 M。 
1978 年 ，RSA 的 发 明 人 计算 了 一 个 密 文 ， 在 《科学 类 国 
大 》 上 公布 ， 且 公布 了 密 钥 (e, ” )， 挑 战 说 : 巧 赏 100 万 美 
元， 征求 解密 着 ! 
1995 年 4 月 26 中 ， 路 透 社 纽约 报道 ;“600 多 位 计算 机 专 
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家 ， 动 用 1600 台 计 算 机 ， 持 续 工作 了 8 个 月 ， 终 于 把 RSA 公 
布 的 n (一 个 129 位 的 自然 数 ) 分 解 成 两 个 素数 之 积 。” 事后， 
参与 此 项 实验 的 科学 家 们 叹 道 : “找到 空中 步行 的 方法 世 比 干 
这 件 事 容易 些 !” 

当然 ， 这 一 事件 也 警告 人 们 ， 制 作 RSA 密码 ，p 与 q 要 
足够 大 ， 不 然 有 的 国家 还 是 可 以 有 办 法 集中 人 力 物 力 子 以 破译 
的 。 

从 RSA 密 文 的 制作 过 程 可 知 ， 即 使 是 与 我 们 不 相知 的 朋 
友 ， 如 果 想 用 局 外 人 不 易 破 译 的 密 文 向 我 们 报告 一 种 信息 时 ， 
照样 可 以 按 我 们 公布 的 密 钥 制 成 RSA 密 文 发 给 我 们 ， 由 我 们 
译 成 明文 ， 这 在 通缉 罪犯 征求 报案 人 等 重要 对 敌 斗 争 的 活动 中 
是 十 分 可 靠 和 便捷 的 保密 通讯 手段 ， 便 于 发 动 “编外 特工 ” 己 
我 们 秘密 联络 。 
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1821 年 8 月 16 日， 美国 降生 了 一 位 对 后 来 的 代数 学 发 展 
做 出 了 巨大 贡献 的 才子 一 一 凯 莱 (Cayley，1821 一 1895)， 其 
父 年 一 位 精明 的 英国 奸商 ， 其 母 是 一 位 贤惠 美丽 的 俄罗斯 小 
姐 。14 岁 时 ， 蔬 莱 入 伦敦 皇家 学 院 读 书 ， 初 步 展 示 出 他 的 数 
学 大典， 可 恨 其 父 从 商人 的 眼光 强烈 反对 他 将 来 当 一 名 清贫 的 
数学 家 ; 17 少 山 沫 考 入 剑桥 大 学 ，1842 年 以 第 一 名 的 成 绩 毕 
业 ， 获 得 了 最 优 毕业 生 奖 金 。1842 年 被 选 为 剑桥 三 一 学 院 研 
完 员 ， 这 是 整个 19 世纪 剑桥 最 年 轻 的 研究 员 。3 年 后 ， 凯 莱 
入 英国 林肯 法 学 院 ，1849 年 取得 大 律师 资格 ， 从 事 律 师 职业 
达 14 年 之 入。 他 当 大 律师 是 为 了 鬼 足 将 来 成 为 职业 数学 家 的 
贷 金 ， 同 时 可 以 利用 这 种 职业 较 多 的 自由 支配 的 时 间 来 从 事 数 
学 俩 究 。 在 他 从 事 律 师 事 务 的 十 几 年 间 ， 凯 莱 共 发 表 数 学 研究 
论文 300 篇 ， 其 中 许多 工作 就 是 今天 看 来 也 是 第 一 流 的 ， 凯 莱 
自 数 学 史上 披 着 律师 外 衣 的 数学 家 之 一 。 

动 莱 当 大 律师 的 另 一 个 喜出望外 的 收获 是 结识 了 美国 数学 
要 业 的 更 基 者 之 一 西 尔 维 斯 特 (Sylvester)， 西 尔 维 斯 特 在 美 
国 走 了 一 条 与 凯 业 一 样 的 以 大 律师 为 职业 以 数学 研究 为 事业 的 
让 路 ， 两 人 者 是 挂 大 律师 招牌 的 大 牌 数学 家 ， 二 人 从 1851 年 
频 烷 书信 往来 ， 成 了 终生 吏 友 。 西 尔 维 斯 特 在 他 的 论文 中 写 
道 :“ 我 在 文章 中 国 述 的 理论 是 同 凯 莱 先 生 一 次 谈话 中 提出 的 ， 
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我 感激 他 使 我 恢复 了 享受 数学 生活 的 乐趣 。 凯 莱 先 生 说 的 话 句 
句 恰 如 珍 珠宝 石 ， 他 送 给 我 们 数学 上 提纲 者 领 的 钥匙 。”1863 
年 ， 凯 莱 停 止 了 大 律师 的 营业 ， 任 剑桥 大 学 纯粹 数学 教授 ， 一 
直 干 了 32 年 。 虽 然 收 入 比 做 天 律师 少 得 多 ， 但 他 这 时 手 里 有 
当 律 师 赚 的 大 把 钞票 ， 全 家 衣食 无 愁 ， 他 便 全 力 以 赴 致 力 于 数 
学 研究 了 。 在 剑桥 任职 期 间 ， 他 力 排 众 议 ， 力 争 人 允许 女 生 入 
学 ， 获 得 了 更 国 政府 的 批准 ， 为 女孩 子 们 做 了 一 件 善事 。1876 
年 他 去 美国 霍 普 金 斯 大 学 任教 授 ， 与 西 尔 维 斯 特 共同 从 事 代 数 
学 研究 ， 且 创办 了 《美国 数学 杂志 》。1883 年 ， 凯 莱 任 英国 科 
学 促进 会 主席 ，1859 年 任 英 国 星 家 学 会 会 员 ， 获 旦 家 学 会 呈 
室 勋 章 ， 三 一 学 院 树 立 了 凯 莱 塑像 。 他 一 生 涉 及 众多 数学 分 
支 ， 发 表 论 文 966 篇 ， 出 版 四 开本 《 饥 莱 数学 论文 集 》 13 卷 ， 
每 卷 600 多 页 。1855 年 以 后 ， 凯 莱 研 究 和 矩阵 理论 ， 定 义 了 和 抵 
阵 乘 法 这 一 重要 运算 ， 而 和 窍 阵 一 词 则 是 他 的 好 朋友 西 尔 维 斯 特 
1850 年 首次 使 用 的 数学 专用 名 词 。 从 那 之 后 ， 甜 阵 成 了 代数 
学 的 主要 研究 对 象 之 一 ， 也 是 应 用 数学 与 自然 科学 当中 的 最 重 
要 的 数学 工具 之 一 ， 和 矩阵 与 微 积分 成 了 现代 数学 的 两 大 支柱 。 
1857 年 凯 羔 人 猎 究 平 面 上 的 点 (x, yy) 变 换 成 点 (xz ,yy ) 扩 的 

问题 ，(xz', y ) 与 (zx, yy) 的 天 系 是 
” ty (33.1) 

y 三 Cr+dy 


其 中 a，6b5，c，d 是 实数 。 他 把 (33.1) 式 右 痪 的 系数 记 成 
a Db 
a= 
这 个 记号 是 个 了 不 起 的 数学 发 明 ， 它 被 西 尔 维 斯 特 称 为 矩阵 
(matrix), 它 不 是 一 种 简化 作用 的 符号 ， 而 是 内 容 十 分 丰富 的 
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一 个 算 子 ， 表 示 一 种 新 的 运算 这 种 运算 称 为 线性 变换 。 
(33.1) 式 把 点 (rz，y) 线性 地 变 成 另 一 点 (zx ，y )， 记 成 


7 =A| "|, 线性 是 指 (33.1) 中 的 两 个 方程 都 是 一 次 广 
多 


多 
得 ， 可 以 通过 x ”，y 用 解 二 元 一 次 方程 组 的 办 法 把 (xz, y) 
求 出 来 。 如 果 (z“, y ) 又 变 成 点 (zx”, y )， 其 变换 公式 是 
网 他 py (33.2) 
y = 三 8SZ + hy 
于 是 可 以 算出 
全 = (eat+ fc)r + (eb t+ fd)y 
y = (ga + hc)r + (gb + hd)y 
(33.2) 对 应 的 矩阵 为 


(33.3) 


[| 


(33.3) 对 应 的 矩阵 为 
leet+fc et+fa 
“= hh | 
串 业 以 数学 家 的 大 手笔 把 (33.1) ~ (33.3) 式 分 别 写成 


Eid 本 
信 人 t 


x 并 Tr 并 
| , 一 3 J 一 ”| 一 c| 
>》 > JJ > > > 
形式 地 观察 到 
全 rx 十 
-| 
> 了 J JJ 
于 是 
BA=C 


由 此 推 而 广 之 ， 凯 莱 定 义 了 和 矩阵 的 乘法 ， 
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ie fila bi Wh eb+ fd 

g hi\ic di ga+hc go+ hd 

Cil 412 Qin| {bl1 bi12 bl [C11 (12 Cln 
Q21 22 a2n | |b2: 022 b2, C21 C22 C2 
Unl Un2 Cnn | b,) 光 bn Cn2 四 Cnn! 


Ci = Qi1OT + ai202; 十 十 GO + "+ ainby) 
1,7 = 1,2,'"",n 
种 阵 的 一 切 深 刻 的 性 质 和 午 要 应 用 都 凑 目 大 羔 如 上 定义 的 
算 阵 乘法 。 
方 阵 与 任何 ” 阶 矩 阵 相 乘 仍 得 2 x n 的 各 元 素 红 为 零 的 方 阵 ， 
这 种 方 阵 犹如 实数 中 的 零 ， 称 其 为 地 方 阵 ; 而 方 阵 
100 1… 0 
0 1 0 1: 0 
OU 0 1] jinxn 
与 每 个 n Xn 的 方 阵 A 相 乘 仍 得 4A， 五 犹如 实数 乘法 中 的 1， 
E 称 为 单位 方 阵 ; 但 矩阵 与 数 还 是 有 许多 区 别 ， 例 如 不 满足 乘 
法 交换 律 ， 例 如 


1 00 101_10 00 _ /10 
= | = 
1001 ‘0 ‘0 1\1 0 ‘1 0 
由 于 
时 人 | -| | k ltk_l1 9 
1 Ek) lk -AAA 01 


一 一 一 一 23] 


其 中 上 征 任意 实数， 梧 克 | 


0 1 i, 
| 。 没有 平方 根 ， 事 实 上 ， 车 
一 | 
c di '0 0 

由 

| a bilia "| a“+t+bce ab+ bd | 0 | 

\c 和 dl \ac+de be + ds i0 0 
于 是 

a +bc= d+bc=0,4=4d=0,ab+bd=0 

0 1 . 

与 op+ bd =1 蔬 盾 ， 可 见 | “无 平方 根 。 


在 图 论 中 ， 窍 阵 有 大 用 。 

所 谓 图 是 指 在 纸 上 男 了 一 些 点 ， 其 中 一 些 点 对 用 曲线 或 直 
线段 相连 接 形成 的 一 个 网 络 。 这 些 点 集合 记 成 V= | ul v2,…， 
v,|， 这 些 线段 组 成 的 集合 记 成 EE= iely es,*…, e.1。 我 们 构 作 
一 个 定 阵 

V1 V2 VU 
1 412 ’ Qi1y 


A= Vlas a 1 GQ2y 


Uy Lal oa, 
其 中 第 i 行 第 ; 列 处 的 元 素 
1， wv; 可 vw 之 间 有 线段 相连 
0， 六 与 了 Ui 之 间 无 线段 相连 


Hi) -一 
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在 图 论 中 把 V 叫做 顶点 集 ，E 叫做 边 集 。 

从 图 的 一 个 顶 wx 出 发 沿 着 一 条 边 到 达 另 一 顶 ， 再 沿 一 条 
边 到 达 一 个 顶 ， 如 此 在 图 上 行走 ， 走 到 了 一 个 终止 顶 v， 则 称 
走 过 的 边 与 顶 形 成 一 条 轨道 。 例 如 在 图 33-1 中 ，wie1v2 是 一 
条 轨道 ，umielvzelvl 是 一 条 轨道 ，vielvaelvielv2 也 是 一 条 
轨道 ， 等 等 ， 可 以 有 无 穷 多 的 轨道 。 轨 道上 边 出 现 的 次 数 称 为 
轨道 的 长 ， 例 如 vje1v2e1vie1v2 长 3。 

对 于 图 33-2 中 的 四 边 形 G， 它 的 邻接 矩阵 为 


CN 
图 33-1 图 33-2 
邻接 阵 在 右 下 走向 的 主 对 角 线 上 和 皆 零 ，A 是 0-1 定 阵 ， 且 关于 
主 对 角 线 对 称 。 
对 于 有 向 图 ， 也 有 邻接 阵 。 例 如 对 于 图 33-3， 每 条 边 丝 有 
箭头 指示 方向 ， 这 种 图 称 为 有 向 图 ;有 向 图 G 的 邻接 阵 为 
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VI VU V3 Va 

v110 1 
A(G)= v2|0 0 
v3I0 0 
四 四 wll 0 


图 33-3 
一 般 地 ， 对 于 有 向 图 G "， 其 邻接 阵 定 义 为 


Ul V2 U3 Uy 


一 
OO OOO 


VC G12 413 “'* Qail, 


A(G)= wv, Cd21 422 23 ” QQ2y 


Uy, Wyl ,2 Hy3 7 Cy 


其 中 
1， G 中 有 名) 各) 
”ll0，G’ 中 无 他 > 全 
邻接 十 阵 的 一 个 重要 性 质 是 ; 
三 A 是 邻接 阵 ， 则 A* 中 的 六 号 元 素 是 从 vw, 到 oj 的 长 
的 轨道 的 条 数 。 
这 一 性 质 很 容易 用 数学 归纳 法 来 证 明 。 
失实 上 ， 对 于 =1，A*= A， 由 邻接 阵 A 的 定义 ， 命 题 
显然 成 立 ， 因 为 a; =1， 则 表示 有 一 条 从 vw 到 的 边 ， 即 有 
一 条 从 vw; 到 wj 长 1 的 轨道 ， 不 然 ，a; = 0， 表 示 无 长 1 的 轨 
近 ， 因 为 这 时 不 存在 v; 到 w 的 边 。 
假设 对 于 &A 委 2”， 命 题 已 成 立 ， 我 们 来 证 明 对 于 &= 7 +1 
命题 仍 成 立 。 
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记 aj 是 A 的 宛 写 元 率 ， a 是 Ar 的 也 导 元 素 ， 则 | A™t+l! 
的 六 号 元 素 为 4 = A"A 中 An 的 第 i 行 元素 与 A 的 第 ; 列 对 


应 元 素 之 积 的 和 
人) in) os (nm) 
CT 2 12 dly G11 12 41v 
{j 
421 422 0D， 
Ud 1 Hi Uiy 
dv] CC dvyy 


Cg = a ay + algay; + + a a (33.4) 
考虑 到 从 vw; 到 ww; 的 长 n+1 的 轨道 无 非 是 从 vw; 起 经 n 步 
到 达 茶 硕 克 ，1 委 上 委 v"， 再 由 vi 走 一 步 到 达 w;,， 由 归纳 法 假 
必 ， 从 阅 到 友 长 7 的 轨道 共计 < 人 条， 从 vw 到 U; 的 长 1 的 
轨道 为 四条， 所 以 从 vw; 中 经 wv 到 w 的 长 n+1 的 轨道 为 
a yap 条 ,分 别 取 =1，2，…，y， 于 是 长 n+1 的 从 zw 始 经 
w 中 转 到 wv; 的 轨道 共计 a 和 名 ?条 ，a 多 2 为 (33.4) 式 所 示 ， 
这 正 是 A4" 中 六 号 元 素 ， 证 毕 。 
4 的 这 条 性 质 用 处 极 广 。 下 举 几 个 妙 例 妙 解 。 


(1) 对 于 定 阵 
0100 0 0 0 
0010 0 0 0 
A=!: 
0000 0 1 0 
1 0 0 0 0 0 0 
求 A，4 A’, A5, …, A” 1!, A", A”"'!, .…=? 
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Sl 
发 
求 A 
1 A 是 
, D 
人 
据 
邻接 
面 
阵 
， 见 
A* > 
. 3 
命 
题 
， 看 


A* = 
A3 = 
| 
0 
0 
000 
| Ss 
oo 
0 1 
0 
0 
0 
0 
0 
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把 4 与 43 简写 成 
A2 = | 0 en | A3 = | 0 | 
其 中 Ew 是 1 行 ! 列 的 单位 阵 ， 于 是 
A4 _ | 0 oe An-1 _ | 0 | 
Eax4 0 Es-i)x(n-1) 0 


A"= FE、, A"'*= A* 
(2) 石 A 是 某 图 G 的 邻接 阵 ， 且 A? 的 主角 线 上 元 素 之 和 
为 100， 求 G 中 有 几 条 边 ? 


由 于 A“ 中 主 对 角 线 上 元 素 a 外表 示 vw, 到 (vy) 
目 己 的 长 2 的 轨道 的 条 数 ， 这 个 条 数 是 把 连接 9 
v; 的 每 条 边 都 数 了 一 遍 ， 见 图 33-5， 例 如 与 v @ 


相连 的 边 有 3 条 ， 则 a 包 =3， 但 对 于 2， 对 
边 ( 四 (区 也 统计 了 一 遍 ， 所 以 一 条 边 对 主 对 角 图 33- 
的 贡献 是 2， 于 是 图 的 边 数 为 


1 
1( afd + a + + a) 


今 A* 主 对 和 角 线 元 素 和 为 100， 所 以 边 数 为 50。 

(3) 4: 主 对 角 线 上 元 素 之 和 为 600， 求 图 G 中 三 角形 的 个 
数 。 

所 请 二 角形 ， 就 是 从 一 顶 到 自己 的 长 3 的 轨道 ， 对 于 一 个 
三 角形 ， 它 对 A; 的 主 对 角 线 上 元 素 之 和 的 贡献 是 6， 因 为 对 
于 这 个 三 角形 的 每 个 顶 ， 顺 时 针 与 道 时 针 看 ， 是 两 条 不 同 的 轨 


道 ; 所 以 A3 的 主 对 角 线 元 素 之 和 的 二 即 为 所 求 的 三 角形 个 
数 ， 即 这 个 图 共有 100 个 三 角形 。 
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(4) 我 方 两 名 军事 人 员 与 敌 方 两 名 军事 人 员 同 到 某 现场 视察 ， 
途中 须 过 一 条 小 河 ， 仅 有 一 只 小 船 ， 每 次 最 多 乘 二 人 ， 为 安全 起 
见 ， 敌 我 双方 同时 在 场 时 ， 我 方 人 员 不 能 少 于 敌 方 人 员 ， 骨 过 尊 
一 次 需 20 分 钟 ， 问 最 短 多 少时 间 双 方 人 员 可 以 渡 过 河 去 ? 

用 N,(p,g) 与 S;(p, 9g) 分 别 表示 北 尾 与 南岸 有 我 p 人 政 g 
人 ， 欲 从 北岸 到 南岸 去 ， 全 部 的 允许 的 N; 与 S; 组 成 的 集合 为 
V = |{N1(2,2), Naz(2,1), Na(1, 1), Na(2,0), Ns(0,2), Ne(0, 1) 

S1(2,2), $2(2, 1), S3(1, 1), Sa(2, 0), $s(0, 2), Se(0, | 
= {Vl V2 V6 V7, ***， v12) 
以 V 为 项 集 构 作 一 个 二 分 图 ， 仪 当 两 项 表示 的 状态 可 以 转换 
时 ， 在 此 二 顶 间 连 一 边 ， 见 图 33-6。 | 


Ne Ns A 
S| 站 呈 


C4 
之 


< 
BN 


J 


J 
Dp 


| 
nO 
[ve 
OO 
OU 
wm OO 
LA 


图 33-6 


对 图 33-6 的 图 抄 出 它 的 邻接 阵 为 


U 三 
A= | 0 
B 0-12x12 


其 中 
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001111 
0 1 10 10 
> 1 10000 
100000 
1 10000 
10000 0 
于 是 
| & 为 偶数 
, J-0 B 
k 
| 为 奇数 
B: 0 


我 们 的 目的 是 求 At 中 使 下 0 的 最 小 的 上， 经 计算 得 
a17 =a7 =0，a =4, 即 小 船 至 少 5 次 过 河 才能 把 4 人 全 运 


17 
到 南 峡 ， 最 少 耗 时 为 100 分 钟 。 

对 于 每 个 图 或 有 向 图 ， 我 们 可 以 轻易 地 抄 出 它 的 邻接 阵 ， 
相应 的 图 的 一 切 性 质 都 蕴含 在 数字 化 的 邻接 矩阵 当中 ， 而 矩阵 
是 可 以 进行 代数 运算 的 ， 所 以 原则 上 来 说 ， 为 了 获知 一 个 图 的 
某 些 性 质 ， 只 需 对 它 的 邻接 阵 进行 适当 的 运算 (例如 矩阵 乘 
方 ) 即 可 得 知 ， 这 是 图 论 代 数 化 的 一 种 极 大 的 进步 。 数 学 的 量 
化 功能 在 图 的 邻接 阵 上 体现 得 淋漓 尽 致 。 
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我 们 每 个 学 数学 的 人 都 应 该 好 好 感谢 德国 大 数学 家 康 托 尔 
(Cantor，1845 一 1918)， 正 如 现代 领袖 级 数学 家 硕 尔 伯 特 所 
说 :“ 康 托 尔 的 集合 论 为 我 们 创立 了 数学 上 最 广泛 、 最 重要 的 
一 个 部 门 ， 一 个 没有 人 能 把 我 们 赶 出 去 的 天 党 。”1874 年 ， 康 
托 尔 指出 : “把 若干 确定 的 有 区 别 的 具体 或 抽象 的 事物 合并 起 
来 ， 看 做 一 个 整体 ， 称 其 为 集合 ， 其 中 每 个 事物 叫做 该 集合 的 
一 个 元 素 。” 我 们 可 以 这 么 想像 ， 有 一 个 透明 的 但 不 能 穿 透 的 
密封 的 塑料 袋 ， 它 里 面 装 的 是 一 个 集合 的 所 有 元 素 ， 除 此 之 
外 ， 它 里 面 别 无 它 物 。 这 种 既 抽 象 又 朴素 的 概念 已 成 为 当今 数 
学 科学 最 重要 的 基本 概念 之 一 ， 已 被 数学 界 一 致 公认 为 数学 四 
想 中 最 令 人 赞叹 的 杰作 ， 纯 粹 理性 范畴 中 人 类 活动 的 最 美好 的 
成 果 之 一 。 

1845 年 3 月 3 日 ， 在 俄国 彼得 堡 一 位 犹太 富商 家 性 中 出 
生 了 一 个 男 婴 ， 此 子 落 草 时 一 声 不 内 ， 双 丑 紧 和 皱 ， 令 接生 效 十 
人 惊奇 ， 这 个 孩子 就 是 34 年 后 哈雷 大 学 数学 教授 康 托 尔 ， 他 
17 岁 考 入 苏黎世 大 学 ， 后 转学 到 格 丁 根 大 学 ， 师 从 当时 伟大 
的 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 、 库 默 尔 和 克 罗 内 克 。1866 年 获 博士 
学 位 ，1891 年 他 创建 德国 数学 家 联合 会 ， 任 首届 主席 。1904 
年 获 英 国 皇 家 学 会 授予 的 当时 世界 数学 界 最 高 荣誉 奖 : 西 尔 威 
斯 特 奖 章 。 
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康 托 尔 的 一 个 创造 性 的 观点 是 用 一 一 对 应 的 方式 来 考查 两 
个 集合 中 的 元 素 之 多 寒 ， 例 如 集合 A = i1，2，3，4,，51 与 
集合 B= | 张 , 王 ， 李 ， 赵 ， 刘 |，A 与 B 间 的 元 素 可 以 建立 
一 一 对 应 ， 例 如 1 张 ，2 王 ，3 李 ，4 赵 ，5 刘 ， 这 时 他 就 说 A 
写 B 是 蕴 度 相等 的 ， 即 双方 个 数 一 样 ， 但 这 种 个 数 的 概念 到 
十 无穷 集合 中 就 很 难 被 常人 所 接受 了 ， 例 如 N= 11，2，3， 
4，…，7，71 二 1，… 上 | 与 Ne= 12,，4,，6，8，10，…，2k， 
2 +2，…}， 显 然 六 与 Ne 元 素 间 可 以 一 一 对 应 ， 这 只 要 把 N 
中 每 个 元 素 2 倍 即 得 Ne 中 的 对 应 元 素 ， 而 且 这 种 对 应 是 一 一 
的 。 按 康 托 尔 的 观点 ， 这 时 应 该 认为 N 与 Ne 的 蕴 变 或 日 浓度 
或 日 个 数 或 日 “ 势 ” 是 一 致 的 ， 这 就 与 常规 认识 发 生 了 冲突 ， 
例如 中 不 是 比 Ne 中 多 了 无 穷 个 奇数 吗 ! 怎么 能 认为 它们 的 
“个 数 ” 即 势 一 样 呢 ?更 有 其 者 ， 康 托 尔 证 明了 开 区 间 (0, 1) 内 
的 后 可 以 与 单位 正方 形 R= 10<x<1，0<y<1| 内 的 点 一 
一 对 应 : 记 xzE(0,1),，(x, vy) ER, zx, y，z 红 表 成 无 尽 
小 数 (有 尽 小 数 写成 0. zzz…z99…9… 的 形式 )， 把 zx 与 y 的 
小 数 点 后 的 部 分 分 成 一 组 一 组 的 ， 每 组 皆 止 于 第 一 个 非 零 数 
字 ，z 可 由 二 ， y 如 下 抄 出 

z = 0. 第 一 组 第 二 组 第 三 组 第 四 组 … 

其 中 奇数 组 依次 抄 自 zx， 偶 数组 依次 抄 自 y， 例 如 


il。 ep。 ie er ie 
人 


则 
z = 0. 03 01 004 002 05 03 006 004 007 005 008 006 … 


—_ 二 === 一 GC 
pr TiO hom PER CS ER 


显然 这 样 登记 过 程 是 可 逆 的 ， 即 知 (0, 1) 中 点 与 R 中 点 一 一 对 
用 这 种 方式 相似 地 〈 读 者 可 自行 设计 另 一 种 一 一 对 应 方 
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式 ) 可 以 证 明 (0,1) 内 的 点 与 三 维 的 立方 体 V= 10<z<1，0 
<y<1，0<>z<1+ 内 的 点 一 一 对 应 。 如 果 把 地 球 放 进 一 个 以 
地 球 的 直径 为 棱 长 的 匣子 里 ， 则 会 得 到 一 厘米 长 的 一 根 线段 上 
的 点 并 不 比 地球 内 的 点 少 的 不 可 置信 但 却 是 被 严格 证 实 了 的 结 
论 ， 这 是 一 种 不 是 神话 胜似 神话 的 数学 结论 ! 康 托 尔 的 许多 关 
于 集合 的 结论 都 十 分 超脱 十 分 惊人 。 于 是 乎 车 起 当时 数学 界 许 
多 大 小 人 物 群 起 而 攻 之 ， 连 他 的 老师 克 罗 内 克 都 加 他 是 疾 子 。 
法 国 大 数学 家 庞 加 莱 说 : “ 康 托 尔 的 集合 论 是 病态 己 邪 恶 的 坟 
莫 ， 下 一 代数 学 家 一 定 会 视 其 为 一 种 数学 病 。” 德 国 大 数学 家 
豪 斯 道夫 则 不 冷 不 热 地 说 : “集合 论 这 个 领域 中 什么 都 不 是 目 
明 的 ， 而 且 ， 越 是 似乎 有 理 的 东西 ， 往 往 越 是 错误 的 。” 连 康 
托 尔 自己 也 承认 他 的 严格 推理 接生 了 一 个 怪物 ， 他 在 给 好 友 戴 
德 金 写 信 时 说 ，“ 我 看 到 了 这 些 事实 ， 且 严格 证 明 它 是 真 的 ， 
但 连 我 自己 也 不 敢 相 信 它 !” 当 然 ， 康 托 尔 以 一 个 有 创新 精神 
的 大 数学 家 的 个 性 坚持 了 自己 的 观念 ， 雄 辩 地 证 明 无 穷 集合 不 
再 遵守 有 穷 集 合 的 很 多 规则 ， 不 能 仅 赁 常规 的 经 验 或 直 党 来 对 
待 无 穷 集合 ， 要 靠 严 格 的 推理 来 行事 。 

因为 康 托 尔 创造 的 是 真理 ， 所 以 当时 还 是 有 不 少 有 识 之 士 
站 在 康 托 尔 一 边 ， 声 援 康 托 尔 的 理论 。 例 如 数学 大 师 希 尔 伯 特 
说 :“ 康 托 尔 的 工作 对 我 来 说 是 最 值得 钦佩 的 数学 理论 之 化 。 
罗素 则 高 呼 ,，“ 康 托 尔 破译 了 围绕 着 数学 无 限 的 诸多 难题 ， 这 可 
能 是 我 们 这 个 时 代 值 得 夸 炊 的 最 伟大 的 工作 。” 后 来 的 数学 发 展 
证 实 ， 希 尔 伯 特 和 罗素 等 数学 家 对 康 托 尔 工作 的 评价 是 准确 的 。 

康 托 尔 意识 到 他 的 工作 成 果 与 他 的 一 些 师 长 们 的 观念 已 经 
彻底 决裂 ， 双 方 处 于 敌对 状态 。 康 托 尔 的 重要 结论 不 断 引 起 数 
学 界 保 守 派 的 抗议 和 攻击 ， 致 使 康 托 尔 于 1884 年 患 了 严重 的 
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抑郁 症 ， 再 加 上 一 家 七 口 人 靠 他 一 人 微薄 的 工薪 收入 而 形成 的 
生活 困难 ， 老 师 克 多 内 克利 用 职权 阻止 康 托 尔 到 收入 较 高 的 相 
林 大 学 去 工作 等 等 不 愉快 事件 ， 使 得 康 托 尔 的 健康 每 况 愈 下 ， 
1918 年 终 因 抑 郁 症 痛 若 地 死 于 哈雷 大 学 精神 病 医 院 。 

康 托 尔 是 数学 史上 的 奇才 ， 他 对 数学 的 新 奇 思 路 和 独特 创 
造 ， 丰 富 的 想像 力 以 及 耿直 顽强 的 人 品 ， 是 后 世 每 一 位 数学 家 
效法 的 榜样 ;， 康 托 尔 的 经 历 证 明 ， 科 学 之 路 是 崎 蝶 的， 新旧 思 
想 总 是 同 路 争 斗 。 历 史 证 明 ， 胜 利 总 是 归属 于 那些 敢于 坚持 其 
理 敢 于 破旧 立新 的 当时 被 围攻 甚至 被 诲 为 “疯子 ”的 革新 者 。 
康 托 尔 的 名 字 永 远 狗 刻 在 人 类 科学 的 丰碑 之 上 。 

我 们 知道 ， 有 理 数 集 是 与 自然 数 集 一 一 对 应 的 ， 康 托 尔 把 
这 种 能 与 自然 数 集 建立 一 一 对 应 关系 的 集合 称 为 可 数 集合 。 而 
昌 证 明 ， 可 数 个 可 数 集合 的 并 集 乃 是 可 数 集合 ， 事 实 上 ， 设 
A1，A2，A3，… 是 可 数 个 可 数 集合 


按 上 表 箭 头 的 顺序 由 a?” 出 发 依次 抄写 ， 则 得 (出 现 相 同 元 
素 时 只 保留 其 中 一 个 ) 
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4= UAn =A4U4U4U…U4U… 
at， 0， 2)， aa)， a02)， aG)， 
上 + 下 =2 上 + 下 =3 上 + 下 =4 
aa aa 人 4)， | 
上 + 下 =5 
在 A 中 的 元 素 依次 抄 出 的 是 1 个 元 素 ， 上 下 指标 和 为 2; 两 个 
元 素 ， 其 上 下 指标 和 为 3; 3 个 元 素 ， 其 上 下 指标 和 为 4; 4 个 
元 素 ， 其 上 下 指标 和 为 5; 依 此 类 推 。 这 样 在 每 个 A; 中 的 每 
个 元 条 者 在 动 难 逃 地 抄 入 A 中 ， 可 见 A 是 可 数 集 合 。 可 数 集 
合 ， 也 称 可 列 集 合 ， 即 它 的 元 素 可 以 排列 成 一 路 横 队 ， 从 左 到 
右 编号 为 1，2，…。 
康 托 尔 证 明 不 可 数 集合 是 存在 的 ， 例 如 [0, 1] (中 的 点 集 ) 
绒 是 一 个 。 
事实 上 ， 知 [0,1] 是 可 数 集 ， 即 存在 一 个 序列 
1 (34.1) 


[0, 1] 的 每 个 数 都 在 序列 (34.1) 中 。 考 虑 子 区 间 | 0, 去 |， 
3， 分 |，L 了，1]， 三 者 之 中 至 少 有 一 个 不 会 x1， 记 这 个 
不 侣 zi 的 子 区 间 为 [a1，611。 把 [a1，b1] 等 分 成 三 个 子 
区 上司 [ a1, c1 |， [ ci, di1 |， [di, bi |， 在 这 三 个 子 区 间 中 至 
少 有 一 个 不 作 zz， 记 这 个 不 含 zs 的 子 区 间 为 [az，22]。 依 
此 类 推 。 我 们 可 以 找到 下 列子 区 间 列 
La pb 也 [La 6 OLas,631 DO DO La,, bl DO 

lim (6b, 一 an) = 二 0，zi 仿 [a,，5;j。 但 存在 一 个 点 zo6E 
[0, 1]，zo 属于 每 个 子 区 间 [a;，6;]，i=1，2,…; 于 是 
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Z0 所 Zi，Z0 三 X22， ，X0 三 Xn，"…， 于 是 x0& 1zl，Z2， 
zx3，…，ZXn，*“…| = 二 [0,1],， 此 与 zo€E[0,1] 荫 盾 ,由 反 证 法 
知 [0, 1 不 可 数 。 

如 果 用 xf 记 [0,1] 上 的 有 理 数组 成 的 集合 ， 多 记 [0,1] 上 无 
理 数组 成 的 集合 ， 则 

[0,1] = WAU 

若 下 可 数 ， 则 [0,1] =wU 汞 可 数 ， 与 [0, 1 不 可 数 玫 慎 ， 所 
以 [0,1] 上 的 无 理 数 不 可 数 。 考 虑 (0,1) 区 间 ， 之 内 的 有 理 数 无 
限 ， 可 数 ; 之 内 的 无 理 数 无 限 ， 不 可 数 ; (0, 1) 上 的 每 个 数 箔 
形 如 0. x x xxXxxXxx…， 在 二 进 制 之 下 ，x 不 是 0 就 是 1。 我 
们 用 不 停 掷 硬币 的 办 法 理论 上 可 以 掷 出 一 个 二 进 制 小 数 ， 掷 出 
正面 在 序列 中 写 1， 掷 出 反面 在 序列 中 抄 0， 序 列 的 开头 抄 上 
“0.”， 有 理 小 数 是 有 尽 小 数 ， 意 味 着 所 有 限 次 之 后 ， 会 永远 撕 
出 反面 来 ， 或 者 有 理 小 数 是 循环 小 数 ， 意 味 者 邱 有 限 次 之 后 ， 
某 一 个 固定 的 0-1 数 绅 会 周期 性 的 三 出 ， 这 两 种 极端 后 有 果 出 现 
的 可 能 性 是 几乎 不 存在 的 ; 联想 上 述 证 明 中 我 们 知道 (0, 1) 内 
的 无 理 数 集 不 可 数 ， 有 理 数 集 可 数 ， 可 见 (0, 1) 内 的 无 理 数 的 
势 (浓度 ) 远 远 超 出 (0, 1) 内 有 理 数 的 浓度 。 毛 硬币 “ 造 ” 小 
数 ， 造 成 的 几乎 都 是 无 理 数 。 

[0, 1] 上 的 有 理 数 不 能 与 [0, 1] 上 的 无 理 数 一 一 对 应 ， 此 事 
可 以 扩充 到 全 体 实数 范围 ， 在 (一 ，+ ce) 内 ， 有 理 数 可 
数 ， 无 理 数 不 可 数 ， 事 实 上 


《一 co,， + ceo) = (UI-i-1, — 1]) Uy) (ULisir 1]) 
[~-i~-1，-i] 与 [i:，i+1] 中 的 有 理 数 可 数 ， 由 于 可 数 个 
可 数 集 之 并 仍 为 可 数 集 ， 所 以 (- ce，+co) 内 的 有 理 数 可 
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效 ， 而 〈- co，+oco) 的 子 集 [0,1] 上 的 无 理 数 不 可 数 ， 所 以 
(一 CO，+ 00) 内 的 无 理 数 不 可 数 ， 进 而 (一 2，+ co) 不 可 
效 ， 即 有 理 数 集 只 能 与 实数 集合 的 一 个 子 集 (自然数 集 ) 一 一 
对 应 ， 但 不 能 与 〈- ceo，+ co) 一 一 对 应 。 当 一 个 集合 A 与 
一 个 集合 B 的 子 集 一 一 对 应 ， 但 不 能 使 A 与 B 一 一 对 应 时 ， 
则 称 A 的 势 小 于 B 的 势 ， 若 用 a 表示 A 的 势 ， 用 5 表示 B 的 
执 ， 则 记 成 a<5; 专门 地 用 %o 来 表示 目 然 数 集 的 势 ， 用 c 或 
1 表示 实数 集 的 势 ， 目 前 尚 不 知 是 否 有 一 种 集合 X，X 的 势 
Z 满足 
0 之 工 之 多] 

这 正 是 1900 年 布尔 伯 特 在 巴黎 国际 数学 家 大 会 上 提出 的 23 个 
著名 数学 难题 的 第 一 题 ， 它 是 1878 年 康 托 尔 提出 的 著名 猜想 ， 
猜想 上 述 的 X 集合 不 存在 。 

有 理 系数 的 多 项 式 的 根 称 为 代数 数 ， 不 是 代数 数 的 复数 叫 
做 超越 数 。 零 次 有 理 系 数 多 项 式 集 合 就 是 有 理 数 集合 ， 是 可 数 
的 ; 一 次 有 理 系数 多 项 式 集 jaz + 8} 与 以 有 理 数 为 坐标 的 点 
(a，5) 的 集合 是 可 数 的 ， 事 实 上 ， (ao，8) 是 可 数 的 ，an 
是 某 个 有 理 数 ， 而 扮演 ao 角色 的 有 理 数 有 可 数 个 ， 又 可 数 个 
可 数 集 之 并 是 可 数 的 ， 所 以 有 理 坐 标点 集 | (a，6)| 进而 
far + 5b| 是 可 数 的 ; 同 理 任意 次 有 理 系数 多 项 式 集合 丝 为 可 
数 集 ; 再 由 可 数 个 可 数 集 之 并 为 可 数 集 ， 所 以 全 体 以 有 理 数 为 
系数 的 多 项 式 集 可 数 ， 双 每 个 有 理 系数 多 项 式 有 有 限 个 根 ， 所 
以 全 体 代 数 数组 成 可 数 集 。 而 全 体 复 数 是 不 可 数 的 ， 于 是 康 托 
尔 证 出 了 超越 数 的 大 量 存 在 ， 它 们 在 复数 集合 中 所 占 的 “ 比 
例 ” 有 几乎 是 100% 。 

康 托 尔 是 伟大 的 ， 他 的 工作 似乎 违背 常识 ， 但 决 非 “唯心 


第 三 十 四 回 @ 康 托 尔 创建 数学 天 堂 ” 庞 加 莱 诅 到 集合 地 狼 


主义 的 虚构 "， 真 正 的 哲学 家 们 说 康 托 尔 工 作 带 来 的 哲学 革命 
比 贡献 给 数学 的 东西 还 要 多 。 在 疾风 暴雨 洪水 猛兽 般 攻 击 与 诽 
谤 面前 ， 康 托 尔 为 自己 辩护 说 : “数学 在 其 发 展 过 程 中 应 该 大 
完全 自由 的 ， 对 数学 研究 设 定 任何 多 余 的 限制 都 只 会 随 之 带 来 
更 大 的 危险 。 数 学 的 本 质 在 于 它 的 自由 ! 如 果 高 斯 、 柯 西 、 闭 
贝尔 、 雅 可 比 、 狄 利克 雷 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 、 埃 尔 米 特 和 歼 曼 等 
总 是 被 束缚 而 拿 他 们 的 新 思想 去 臣服 于 形而上学 的 统治 ， 那 么 
我 们 今日 就 不 可 能 有 函数 论 的 宏伟 大 厦 。 如 果 福 克 斯 、 庞 加 莱 
和 许多 其 他 天 才 人 物 被 陈腐 思想 所 限制 ， 我 们 就 得 不 到 他 们 奉 
献 给 我 们 的 微分 方程 方面 的 巨大 成 就 。 我 宣布 ， 我 们 的 数学 科 
学 必须 摆脱 形而上学 的 梭 楷 ， 我 们 需要 目 由 尽 展 。 

康 托 尔 的 数学 天 才 和 创新 个 性 ， 使 他 有 勇气 奖 强 应 对 由 于 
他 创立 集合 理论 引发 的 一 场 恶 战 。 在 一 个 相当 长 的 时 期 ， 他 孤 
军 作 战 ， 半 步 不 让 。 在 数学 史上 ， 如 此 激烈 的 针锋相对 的 学 术 
较量 是 罕见 的 ， 这 番 斗 争 显示 出 即使 在 数学 这 种 严 章 抽象 ， 不 
触及 人 们 物质 利益 的 学 术 领 域 ， 激 烈 的 对 抗 风暴 也 是 不 可 避免 
的 。 著 名 的 俄国 数学 家 柯 尔 莫 哥 洛 夫 总 结 这 场 斗 争 时 说 : 

“ 康 托 尔 的 不 朽 功绩 ， 在 于 他 敢于 向 无 限 冒 险 迈 进 ， 他 对 
似是而非 的 传统 ， 流 行 的 成 见 ， 哲 学 的 教条 ， 以 及 最 大 的 数学 
家 的 权威 进行 了 全 方位 的 战斗 ， 他 不 屈 不 挠 地 成 为 一 门 新 学 科 
的 创造 者 ， 这 门 学 科 已 在 今日 成 了 全 部 数学 的 基础 。 
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从 19 世纪 起 ， 很 多 人 发 现 测量 英国 海岸 线 的 长 度 时 ， 每 次 测 
量 的 结果 都 不 一 样 。 因 为 海岸 和 高 速 公 路 不 同 ， 它 不 那么 平 直 ， 
海 民 上 既 有 平滑 的 沙滩 ， 也 有 崎 赋 破 碎 的 岩石 和 形状 怪异 的 大 小 
海 汶 ， 不 规则 的 江河 入 海口 等 等 。 即 使 做 了 最 大 限度 的 努力 ， 也 
难以 把 海 尾 线 的 结构 细节 都 准确 地 勾画 出 来 。 平 日 我 们 所 称 我 国 
海 尾 线 有 和 多 长 ， 那 只 是 用 某 一 度量 长 度 为 单位 度量 出 来 的 一 个 近 
似 值 ， 所 得 长 度 与 度量 时 所 采用 的 度量 长 度 的 所 谓 “ 标 度 ” 有 关 。 
怀 度 即 测量 时 两 个 相 邻 标杆 之 间 的 距离 。 标 度 越 小 ， 所 得 的 海岸 
线 越 长 。 是 否 标 度 趋 于 零 时 ， 测 得 的 海岸 线 的 极限 是 一 个 确定 的 
贡 数 ， 于 是 我 们 就 可 以 拿 这 个 常数 (极限 值 ) 作为 海岸 线 的 准确 
值 呢 ? 事实 上 ， 这 个 结果 往往 是 不 可 能 实现 的 。 

1967 年 ， 法 国 数学 家 蕊 德尔 布 罗 (Mandelbrot) 在 著名 的 
《科学 》 杂 志 上 发 表 了 一 篇 奇怪 的 文章 《英国 的 海岸 线 有 多 
长 ?>»， 他 用 一 个 词 “Fractal” 来 形容 英国 的 海岸 线 的 形状 
Fractal 汉 霹 可 翻译 成 “和 硫化”"、“ 分 裂 ” “分 形 ” 等 词语 ， 现 
在 中 国 数学 界 采 用 的 是 “分 形 ” 这 一 译 法 。 

疡 德尔 布 罗 指 出 ， 使 用 犹如 海岸 线 式 的 分 形 ， 我 们 可 以 解 
粹 极 微 小 的 遗传 物质 ， 何 以 含有 那么 多 生命 信息 ， 可 以 发 育成 
复杂 庞大 的 一 个 生物 体 ， 例 如 复杂 的 人 体 ! 也 可 以 理解 为 什么 
壳 体 积 不 及 人 体 的 5% 的 血管 可 以 布 满 人 体 的 每 一 小 块 组 织 。 
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事实 上 ， 早 在 1904 年 ， 瑞 典 数 学 家 柯 克 (Von Koch) 就 
发 明了 一 种 好 玩 的 所 谓 柯 克 曲线 ， 这 种 曲线 酷似 英国 的 海岸 线 
那 般 复杂 而 破碎 ， 见 图 35-1。 
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35-1 
柯 克 曲线 的 构 作 过 程 如 下 ， 取 长 1 的 线形 AB， 取 AB 的 
三 等 分 护 C，D， 把 CD 段 丢 掉 ， 从 A 到 B 的 走向 在 左 侧 凸 起 


一 个 折线 CED， 使 CE = ED = 3 AB, 再 以 AC，CE，ED， 


DB 分 别 扮演 AB 的 和 角色， 接受 与 上 述 同 样 的 制作 过 程 ， 依 此 
类 推 。 对 每 次 得 到 的 线段 都 如 AB 那样 处 理 ， 以 至 无 穷 ， 最 后 
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得 到 的 曲线 即 榈 元 曲 线 。 
不 难 算出 ， 柯 克 曲 线 的 长 度 是 


加 | 和 | =+% 
如 宁海 尖 线 形似 一 条 柯 克 曲线 ， 处 处 上 四 凸 不 平 ， 它 当然 不 会 测 
得 一 个 有 限 的 长 度 了 。 

柯 殉 曲线 是 美丽 的 ， 它 有 许多 妖怪 似 的 性 质 ， 例 如 它 连续 
但 处 处 没有 切线 ; 在 有 限 范 围 内 它 的 长 度 都 是 无 穷 的 ; 它 是 
“日 相似 的 "， 即 它 的 每 一 小 段 都 与 其 整体 结构 相似 ， 它 有 无 穷 
层次 的 相似 内 套 结构 。 

1980 年 ， 蕊 德尔 布 罗 从 复数 zo 开始 ， 用 迭代 公式 

zn+l 三 XZ% 十 C， (c 是 常数 ) 
在 美国 IBM 公司 用 计算 机 描 点 : zi = zf+c，z2= xf+c，3 
= x+c，…， 得 到 的 点 集 堆积 成 如 图 35-2 的 自 相 似 结构 的 怪 
图 ， 人 称 “ 数 学 如 龙 "。 


图 3$-2 
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这 种 和 目 相似 的 分 形 结构 还 有 许 许多 多 。 
如 果 是 从 正三 角形 的 三 条 边 开 始 分 别 构 作 柯 克 曲线 ， 则 会 
得 到 目 相 似 的 分 形 结构 一 一 北 性 雪花 ， 见 图 35-3。 


全 本 


图 35-3 

1982 年 ， 绽 德尔 布 罗 出 版 新 书 《 自 然 界 中 的 分 形 几 何 》， 
他 不 顾 数 学 界 保守 派 们 的 讽 言 讽 语 ， 努 力 研究 ， 坚 持 不 懈 。 他 
的 分 形 思想 终于 发 展 成 一 门 叫做 “分 形 几 何 ” 的 现代 数学 分 
支 。 

在 目 然 界 这 种 目 相似 的 现象 俯 拾 即 是 ， 例 如 太阳 系 和 每 个 
星球 上 一 个 原子 的 结构 是 相似 的 ; 一 个 国家 中 央 、 省 、 市 、 
县 、 乡 等 行政 组 织 的 目 相 似 性 ; 人 体 的 许多 组 织 ， 例 如 神经 系 
统 、 血 管 系统 、 肺 、 肠 等 等 ， 也 有 自 相 似 的 结构 。 图 35-4 中 
加 的 是 人 的 肠 内 绒毛 的 逐 级 分 形 结构 。 

分 形 结构 (点 集 ) 是 几 维 的 ?在 哆 几 里 得 空间 当中 ， 欲 确 


ep — Ee— reenhoe ee ee ee eee hr Fh 
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图 35-4 

定 一 条 曲线 上 点 的 位 置 ， 只 需 一 个 坐标 ， 确 定 平面 上 一 点 的 位 
置 需要 两 个 坐标 ， 确 定 我 们 的 生活 空间 中 一 点 的 坐标 需要 三 个 
坐标 ， 而 用 一 组 实数 人 来 确定 一 个 点 的 位 
置 形成 的 空间 ， 我 们 称 为 n 维 空间 ， 可 见 ， 在 我 们 的 心目 中 ， 
维 数 即 确定 点 的 位 置 需 要 的 坐标 数目 。 这 种 通常 的 维 数 观 念 受 
到 了 分 形 几 何 的 挑战 ， 必 须要 推广 维 数 的 概念 。 

事情 可 以 追溯 到 1890 年 ， 意 大 利 数学 家 皮 严 诺 (Peano,， 
1858 一 1932) 及 明 了 一 种 曲线 可 以 装 满 一 个 正方 形 ， 如 果 说 此 
曲线 是 一 维 的 ， 作 为 点 集 ， 它 装 满 正 方形 后 ， 就 应 该 说 它 是 2 
维 的 ， 这 样 一 会 说 它 1 维 一 会 改口 说 它 2 维 ， 岂 不 自 相 矛盾 |! 
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皮 亚 话 曲 线 是 如 下 构 作 的 ( 见 图 35-5 一 图 35-7)， 


P P 


0O © © @ e， 


0 ] 
35-5 

把 单位 正方 形 R，10 志 x 声 1，0 声 y 志 1| 划分 成 4 个 全 等 
的 一 级 小 正方 形 ， 同 时 把 1: € [0, 1] 区 间 划 分 成 4 个 等 长 的 一 
级 小 区 间 ， 使 这 些 一 级 小 闭 区 间 与 一 级 小 正方 形 一 一 对 应 ， 具 
体 地 对 应 方式 是 依 正 向 依次 历经 这 4 个 小 区 间 时 ， 沿 图 中 折线 
走 吉 一 级 正方 形 的 中 心 ， 如 图 35-5。 再 把 每 个 一 级 正方 形 划分 
成 4 个 二 级 正方 形 ， 相 应 地 把 每 个 一 级 小 区 间 划 分 成 4 个 二 允 
小 区 间 ， 当 上 轴 上 从 左 到 右 依 次 走 过 16 个 小 区 间 时 ， 在 R 上 
按 图 35-6 的 标志 行 遍 所 有 的 二 级 正方 形 ， 先 行 遍 一 级 1 号 正 
方形 中 的 四 个 二 级 正方 形 ， 再 进入 一 级 2 号 正方 形 ， 行 遍 一 级 
2 与 正方 形 内 四 个 二 级 正方 形 后 ， 进 入 一 级 3 号 正方 形 ， 行 遍 
其 四 个 二 级 正方 形 后 ， 最 后 进入 一 级 4 号 正方 形 ， 且 行 遍 其 中 
的 二 级 正方 形 ， 见 图 35-6。 依 此 类 推 ， 对 任何 自然 数 nx， 画 出 
n 级 正方 形 与 2 级 区 间 的 划分 ， 图 35-7 画 的 是 n = 3 的 情形 。 
令 n+ co， 则 得 一 连续 曲线 LL，L 装 满 了 单位 正方 形 尺 。 
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35-7 
皮 亚 诺 用 下 面 通俗 而 直观 的 证 明证 实 R 的 每 个 点 峭 洛 在 
连续 曲线 世上 ， 即 工装 满 了 R。 
任 取 zE [0,1]，: 落 在 某 个 一 级 闭 区 间 c 二 上， 同时 上 洛 
在 某 个 二 级 闭 区 间 c 人 上 ， 且 c 册 也 c， 于 是 可 以 找到 一 个 
闭 区 同 序 列 
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GD og 一 7G3) 一 Dg oD... 
使 得 t 属于 每 个 闭 区 间 o 中 i 二 1，2，…; 设 o'0 与 i 级 正方 
形 R 人 对应， 则 
RD 一 RO 一 RO DD RE DD... 

其 中 尺 拓 的 直径 是 R''- 了 ?直径 的 一 半 (直径 指 其 外 接 圆 直 
径 )， 于 是 存在 一 点 (x7，y) ER， 且 (x，y) 在 每 个 正方 形 
RYEF, i=1,， 2, … 

由 上 面 看 出 ，[0, 1 上 的 任 一 数 1:， 可 以 找到 R 上 的 一 点 
(z，y) 与 之 对 应 ， 于 是 构成 图 数 天 系 

z= f(t), 
y = g(t), 

皮 亚 请 证 明了 消 数 fA (1) 与 g(t) 在 [0，1] 上 连续 。 

任 取 上 ioE[0,1]， 令 :一 10， 则 上 与 2 可 同时 落 入 同一 个 
如 级 财 区 间 co 上 ， 即 正方 形 上 对 应 于 4 与 to 的 两 个 点 
M(f(t)，g (1)) 与 Mo (f(to)，g (io)) 同时 落 入 与 上 述 nn 
级 闭 区 间 o * 对 应 的 同一 个 n 级 正方 形 R* 中 ， 叉 R* 的 直径 当 
2 一 co 时 趋 于 零 ， 从 而 

lma(M, Mo)=0 

d (M，Mo) 表示 M 与 Mo 两 点 的 距离 ， 此 即 表 明 lim M = 
Mo， 评 由 


上 E10,1] 


| = f(zo0) 
limg(t) = g(to) 
至 此 得 证 f(1) 与 g(1) 是 连续 孙 数 ，: € [0,1]; 由 


r= f(ti),y = g(t),t € [0,1] 
定义 的 曲线 L 是 连续 曲线 。 
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下 证 任 取 一 点 Mo (zo，y) ER， 则 (xo，y0o) EL 
即 往 证 工装 满 了 R。 

由 于 MoE R，Mo 至 少 属 于 1 个 (最 多 4 个 ) 第 nn 级 正 
方形 R'”，n =1，2，…， 于 是 存在 

RD 一 RD 一 RD DL D RED ... 
使 得 Mo 含 于 每 个 R 中 之 中 ，i = 1，2，…。 与 此 正方 形 序列 
对 应 的 是 一 个 闭 区 间 序 列 
gl) —) 了 《2 一 .…… 一 gy) 一 ) .…， 

当 mn~>oco 时 ，c 避 的 长 度 趋 于 零 ， 故 存在 唯一 的 to € [0, 1]， 
使 得 to 属于 每 个 区 间 go 中 ，i =1，2，…。 to 与 Mo 对 应 ， 从 
而 zo= 了 (to0)，yo 二 g (yo); 由 Mo 的 任意 性 ，R 中 的 每 一 
点 皆 在 LL 上 ， 证 毕 。 

皮 亚 诺 用 曲线 装 满 一 个 正方 形 ， 揭 露 了 传统 的 关于 曲线 的 
维 数 为 1 的 觅 病 。 上 面 我 们 谈 的 世 就 不 应 该 说 它 是 一 维 的 ， 因 
为 它 形成 的 点 集 R 是 2 维 的 ! 

1919 年 ， 德 国 著 名 的 犹太 数学 家 过 斯 道夫 (Hausdorff， 
1868 一 1942) 提出 了 分 数 维 的 概念 。 可 以 允许 各 种 不 同 的 维 数 
定义 。 当 然 每 种 维 数 定义 必须 以 欧 氏 空间 的 传统 维 数 为 其 特 
例 。 

有 一 种 维 数 叫做 “盒子 维 "， 设 已 知 一 个 有 界 点 集 S 属于 
m 维 欧 氏 空间 ， 我 们 把 mx 维 欧 氏 空间 划分 成 楼 长 为 e 的 mm 维 
小 方 盒 ， 再 数 一 数 含 S 中 点 的 小 盒子 的 数目 N (s)， 则 称 


(35.1) 


为 S 的 盒子 维 数 。 
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用 这 种 定义 求 正方 形 的 维 数 ， 把 单位 正方 形 划分 成 楼 长 为 
二 的 m2 个 方 盒子 ， 即 。= 二 ， 代 入 公式 (35.1) 得 


2 
Do( 正 方形 ) = lim nn - 2 
g—>* 人 0 Hn 


ln 
类 似 地 可 以 用 公式 (35.1) 求 得 线段 是 1 维 的 ， 立 方 体 是 3 维 
的 等 等 ， 可 见 这 种 维 数 定义 不 违反 传统 维 数 的 结论 。 用 盒子 维 
来 计算 皮 亚 诺 曲 线 的 维 数 ， 得 到 这 条 曲线 所 形成 的 点 集 怡 为 2 
维 的 ， TT 


政 盾 ， 事 实 上 ， 对 于 皮 亚 诺 曲 线 ，s = 广 
|， 


75 N (6) =4" 9 1 之 


加 ]n4” 
Do( 皮 亚 旋 曲 线 ) = lim 7 = 2 


还 有 一 种 所 谓 相似 维 数 ， 若 某 图 形 可 由 边 长 缩小 为 二 的 。 
个 自 相似 的 图 形 拼 成 ， 则 定义 其 维 数 为 
Di = 一 一 (35.2) 
例如 皮 亚 诺 曲 线 中 ，a =2，46 =4， 结 果 按 公式 (35.2) 得 
Di( 皮 亚 诺 曲线 ) = 并 = 


和 二 05 2) 和 条 囊 加 线 的 级 柯 克 曲线 的 a = 
3，28 = 二 4， 于 是 


DC 


这 里 出 现 了 非 整 数 维 数 这 一 新 事物 ，Di ( 柯 克 曲线 ) 的 准确 
值 是 一 个 无 理 数 ， 可 见 维 数 是 一 个 实数 ， 它 可 以 是 非 负 整数 ， 
也 可 以 不 是 整数 ， 其 殖 可 以 是 无 理 数 。 
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相似 维 数 是 合理 的 ， 这 首先 从 它 可 以 克服 皮 亚 语 曲 线 的 传 
统 维 数 引 起 的 1 与 2 的 矛盾 得 到 印证 ; 对 柯 克 昌 线 而 言 ， 那 条 
满 丑 长春 锯齿 的 无 穷 长 曲线 ， 如 条 再 说 它 是 一 维 的 ， 也 不 丰 以 
从 数量 上 显示 它 的 那些 奇异 性 。 

随 着 新 现象 的 不 断 出 现 ， 作 为 实际 现象 的 数学 模型 ， 其 传 
统 概念 也 必须 与 时 俱 进 地 加 以 推广 甚至 音 新 ， 以 适应 人 们 对 世 
界 认 识 的 不 继 加 深 ， 不 应 当 对 此 大 惊 小 怪 ， 数 学 史上 这 种 事件 
已 经 屡见不鲜 ， 可 以 见怪 不 怪 了 ， 只 要 化 经 得 起 严密 的 数学 推 
理 的 箭 选 ， 就 应 当 接受 它 。 

皮 亚 诺 这 个 人 真 了 不 起 ， 他 是 意大利 贫困 山区 一 个 农民 的 
儿子 ， 上 小 学 要 走 $ 公里 的 崎 虹 山 路 到 城 里 去 上 课 ，1876 年 
考 入 意大利 名 牌 学 府 都 灵 大 学 ， 以 全 额 奖 学 金 入 土木 工程 系 学 
习 ， 两 年 后 因 痴 迷 数 学 而 转 入 数学 系 。1890 年 任 都 灵 大 学 教 
授 ， 意 大 利 皇家 学 会 会 员 。 在 分 析 数 学 ( 即 以 微 积分 为 工具 的 
数学 ) 和 离散 数学 各 领域 都 有 开创 性 的 贡献 ， 是 符号 逻辑 与 国 
际 语 的 创始 人 。 

1889 年 ， 皮 亚 诺 在 名 著 《 算 术 原 理 新 方法 》 一 书 中 建立 
了 自然 数 公理 ， 这 套 公 理 是 数学 的 最 重要 的 基础 之 一 。 有 人 
说 ， 自 然 数 是 上 帝 赐 子 的 ， 其 他 一 切 都 是 人 造 的 。 应 该 吏 ， 上 
帝 也 没 说 清楚 什么 是 自然 数 ， 自 然 数 有 哪些 最 本 质 的 特点 ， 说 
清楚 自然 数 的 第 一 人 是 皮 亚 请 。 

皮 亚 诺 说 : “满足 下 列 五 条 性 质 的 集合 N 叫做 日 然 数 集 
合 ，N 的 元 素 即 目 然 数 ( 非 负 整数 ): 

(1) 0€EN.。 

(2) 在 n€N， 则 存在 唯 -一 的 n 的 后 继 n EN。 

(3) 对 每 个 n EN，n 的 后 继 n 0。 
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(4) 若 n1，n2EN，ni 下 n2， 则 nnn 2， 其 中 ;是 
n; 的 后 继 ，:i = 1，2。 

(5) 若 MCN， 且 0EM， 又 当 ”EM 时 ，72 的 后 继 6E 
M， 则 M=N。” 

0 的 后 继 写 成 1，1 的 后 继 写 成 2，2 的 后 继 写 成 3，… 


于 是 抄 出 自然 数 序列 
N.0, 0’,0”, 0”, 0””, .CO 0U， 1,2, 3， 4， 7 7 十 1 ， ,os 
公理 (5) 称 为 “归纳 公理 ”， 它 是 数学 归纳 法 的 理论 根 
据 。 


19 世纪 末 ， 皮 亚 诺 已 是 世界 数学 界 的 领袖 人 物 之 一 ， 堵 
名 数学 家 罗素 在 1900 年 说 :“ 这 次 巴黎 国际 数学 家 大 会 是 我 学 
术 生 涯 的 转折 点 ， 因 为 在 这 次 大 会 上 ， 我 结识 了 皮 亚 语 。” 皮 
亚 诺 是 1900 年 巴黎 国际 数学 家 大 会 的 主席 。 

1891 年 ， 皮 亚 诺 创 办 《数学 杂志 )， 他 辣 数学 界 宣布 耻 
己 的 一 个 看 来 是 极 难 实现 的 规划 ， 企 图 用 人 逻辑 人 符号 从 基本 公理 
出 发 推导 出 整个 数学 体系 。 他 为 此 奋斗 了 26 个 春秋 ， 拿 出 了 
一 个 著名 的 工作 记录 《数学 公式 汇编 )， 书 中 汇集 了 好 几 干 个 
定理 和 公式 及 其 严谨 的 逻辑 证 明 ， 后 人 视 此 书 为 一 部 “无 尽 的 
数学 金 矿 ”。 

1893 年 ， 皮 亚 诡 出 版 了 微 积 分 的 标准 教科 书 系 列 : 《无 穷 
小 分 析 教 程 》 和 《微分 学 与 积分 学 原理 》。 这 两 部 书 已 收入 德 
国 数学 百科 全 书 ， 是 19 世纪 末 和 20 世纪 上 半 叶 最 重要 的 微 积 
分 教材 。 之 后 皮 亚 诡 主 编 了 《数学 百科 全 书 》。1908 年 度 亚 诉 
当选 为 国际 语 协会 主席 ， 皮 亚 诺 是 文理 交融 的 大 学 问 家 。 

皮 亚 诺 又 是 一 位 模范 教师 ， 他 上 恋 总 是 循循善诱 ， 局 发 学 
生 的 主动 思维 和 创造 性 ， 他 反对 用 偏 难怪 的 试题 来 考 学 生 ， 他 


大 声 奖 呼 那 是 对 学 生 人 性 的 侵犯 ， 他 极力 主张 开发 学 生 的 智 
能 、 好 奇 心 和 求知 欲 ， 要 因材施教 。 

扩 亚 访 做 数学 以 逻辑 严密 著称 于 世 ， 但 他 又 极 富 技巧 性 和 
新 帘 的 方法 ， 例 如 他 发 明 的 装 满 正方 形 的 皮 亚 诺 曲 线 在 数学 史 
上 十 极 具 影 啊 的 数学 佳作 。 他 和 康 托 尔 十 分 相似 ， 是 颇具 独创 
精神 的 数学 巧 匠 和 理论 旗手 。 
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在 现代 战争 中 ， 拼 刺刀 和 掷 手 榴弹 的 场面 几乎 已 经 绝迹 。 
在 信息 电子 对 抗 的 条 件 下 ， 双 方 发 生 空袭 与 反 空 袭 的 斗争 成 了 
攻防 战 的 重要 形式 。 所 用 的 武器 是 现代 的 准确 制导 导弹 和 超 音 
速 导弹 攻击 机 或 记 炸 机 ， 例 如 B-52 又 炸 机 配备 了 AGM-86B 
空中 发 射 的 巡航 导弹 和 先进 的 AGM-129 巡航 导弹 ， 一 架 B-52 
可 携带 20 枚 弹头 。B-2 又 炸 机 则 可 携带 16 枚 短程 攻击 导弹 。 
在 防空 装备 中 ， 高 射 炮 还 没有 完全 退出 战场 ， 但 更 多 的 是 地 对 
空 导弹 ， 例 如 美国 的 爱国 者 地 空 导弹 ， 伊 拉克 了 萨 达 姆 敢死队 用 
的 肩 打 式 地 空 导 弹 等 等 。 

1. 空 裤 与 空 防 之 战 

(1) 先 下 手 为 强 ， 防 空 部 队 先 开火 的 情形 

如 果 地 对 空 导弹 的 射程 比 来 犯 空袭 飞机 上 空 对 地 导弹 的 射 
程 大 ， 于 是 地 对 空 导弹 对 来 犯 飞 机 采取 先发制人 的 打击 ; 飞机 
进入 空地 射程 之 内 ， 则 对 导弹 阵地 发 起 空袭 。 设 六 (i=1， 
2，…，7) 是 飞机 第 ;次 攻击 导弹 阵地 时 被 地 空 导 弹 击 毁 的 
概率 ，g, 是 第 i 次 空袭 时 导弹 阵地 被 击毁 的 概率 。 

于 是 第 一 次 空袭 时 击落 飞机 的 概率 为 加， 飞机 未 被 击落 
的 概率 为 1- p!:， 飞 机 击毁 导弹 阵地 的 概率 为 

(1 - p1)gi 
第 二 次 空 宕 时， 击毁 上 次 来 犯 的 那 架 飞 机 的 概率 为 (第 一 


26 ] 


次 空袭 后 导弹 阵地 未 被 炸 毁 的 概率 为 1- g1) 


(1 — pi)(l1 ~ qi)p2 (36.1) 
飞机 在 第 一 次 未 被 击毁 时 ， 导 弹 阵 地 被 击毁 的 概率 为 
(1 ~ p1)(1 ~ gi)(1 — p2)9g2 (36.2) 


依 此 类 推 ;第 次 空袭 〈 还 是 那 架 飞机 ) 时 ， 该 飞机 被 击落 


pa [| [1 ~ pi)(1 — qi)] (36.3) 


| [Ta = a1a2…as) ,导弹 阵地 被 击毁 的 概率 为 


i 二 1 


wd pa) TL -Go (36.4) 
于 是 在 连续 ”次 空袭 中 ， 该 飞机 被 击落 的 概率 为 


P,= PpllG- p10)] (36.5) 
地 对 空 导弹 阵地 被 击毁 的 概率 为 


并 k-l1 
Q, = Dall— pra) |[[0 -pi)(1 ~ 9:)] (36.6) 
如 果 pi1=p2=…=pn=p，q1=g2=…=qn 王 9， 则 


1 —[(1 -pp)(1- 9)]? 
P 1-(1-p)(1- 09) 
(36.7) 


P, = po -pp)(1 -gq)] = 


Q,= ql p) DL pL gl 


1-[(1-p)(1- oq)]’ 
-qt 1 (p19) (36.8) 
当 n 一 + co 时 ， 即 双方 交火 任意 多 次 ， 得 
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| 一 一 -一 PP 一 

limP, PF 1- (1- p)(1— oa) (36.9) 
| 二 一 一 at = 和 : 
A TTP (10) 


由 (36.9) 导 (36.10) 可 知 ， 在 地 对 空 导 弹 的 射程 大 于 
飞机 上 和 罕 对 地 导弹 射程 的 条 件 下 ， 地 对 空 导 弹 先 开火 ， 同 一 架 
飞机 反复 来 空 袜 ， 飞 机 被 击落 的 概率 为 P， 导 弹 阵 地 被 摧毁 的 
概率 是 Q@。 希 望 P>Q， 则 只 需 


p>gq(l—p) 
| (36 .11 
p>l1 1l+yg 


由 于 地 对 至 导弹 一 般 都 有 坚固 的 掩体 ，9 不 会 太 大 ， 例 如 


4=0.5， 则 1 一 T= 广 ， 即 飞机 每 次 空袭 击毁 地 空 导弹 阵 


地 的 概率 是 50% 时 ， 只 要 地 对 空 zs 导弹 的 准确 率 p 超过 忆 ， 在 
双方 整个 较量 过 程 中 ， 会 P> Q， 即 被 空袭 一 方 取胜 的 可 能 性 
大 。 如 果 地 对 空 导弹 的 准确 率 为 S0% 以 上 ， 即 p >>50%， 则 
由 (36.11) 可 知 即 使 g >99.9%， 仍 然 是 P > Q@， 即 使 空 对 
地 导弹 再 准确 ， 在 地 对 空 先 下 手 的 条 件 下 ， 被 空袭 一 方 ( 守 
方 ) 仍 是 胜率 较 大 ， 由 此 可 见 飞 行 员 的 安全 程度 远 比 陆军 战士 
的 安全 程度 低 得 多 。 

有 反之， 如 果 守 方 使 用 了 落后 的 空 防 武器 ， 例 如 使 用 高 射 机 
枪 或 局 射 炮 ， 由 于 其 射程 不 如 空 对 地 导弹 的 射程 大 ， 造 成 空 歼 
一 方 元 开火 ， 这 时 ， 按 上 述 推算 ， 飞 机 战胜 防空 阵地 的 可 能 性 
大 ， 用 落后 的 武 铝 的 〈 哪 怕 是 肩 打 式 导 弹 ) 的 防空 部 队 要 吃 
亏 。 可 见 防空 部 队 的 导弹 必须 先进 ， 射 程 要 大 ， 准 确 率 要 高 ， 
以 便 先 下 手 而 取胜 。 


(2) 搞 好 埋伏 和 隐蔽 ， 高 射 炮 亦 可 取胜 来 犯 敌 机 

虽然 空地 导弹 的 射程 比 防 空 高 炮 的 射程 大 ， 但 是 ， 震 噩 炮 
阵地 隐蔽 得 很 好 ， 由 于 第 一 次 空袭 飞机 找 不 到 目标 ， 而 使 高 射 
炮 先 开火 ， 开 火 后 ， 飞 机 才 发 现 高 炮 阵 地 ， 以 后 飞机 总 是 空谈 
一 次 就 逃 之 天 天 ， 再 回 过 头 来 进行 下 一 次 空袭 ， 且 下 一 次 衬 裘 
中 首先 向 高 炮 阵 地 开火 ， 设 进行 了 次 空 绝 ， 则 污 (36.5 ) 
和 (36.6) 起 相对 应 地 有 


ni 天 一 
P=prqt ope (lg) 下 GQ-p;) (1- gq)| (36.12) 


天 kl 
Qu， 一 > 由 [ (1— p.,) (1— 9g;)) gp (36.13) 
看 pl 二 p= =p,=p, d1 三 0 三 二 9 三 9， 网 | (36.12 ) 


和 (36.13) 亚 成 
，_ 1—[(1— bp)(1 -a)]” 
1=-[G=-pPL=-9) 
To 9 六 
令 x+ co， 取 极限 得 


(36.15) 


| 
tmp = P = pg + Tt (36.16) 
。 +” A 0 
lmQ» = Q = TT pa) Pa (30.17) 
这 里 ，P 是 飞机 反复 空 歼 时 ， 高 炮击 落 敌 机 的 概率 Q 是 高 
炮 阵 地 被 击毁 的 概率 。 
若 欲 P >Q“， 即 


p(1— 9g) gg 
p+- plo 1 paq) 如 
即 
2g(1 ~- gq)p*r+(2g* -gqg+1)p-gq>0 
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如 果 g =0.5， 则 
7p +p 六 > 0 

解 得 p>>0.4142， 即 只 要 高 炮 每 次 射击 命中 率 为 0.42 以 上 ， 
里 然 低 于 飞机 击 中 高 炮 阵 地 的 命中 率 0.$， 但 高 炮 仍 比 飞 机 有 
较 多 取胜 的 机 会 。 在 战争 中 埋伏 隐蔽 不 是 消极 的 防御 ， 而 是 取 
胜 的 一 个 重要 因素 ， 生 存 是 取胜 的 必要 条 件 。 

(3) 出 动 多 少 染 次 飞机 可 以 击毁 防空 阵地 ?可 以 期 望 击落 
多 少 淋 飞机 

右 Q, 是 一 架 飞机 进行 n 次 空袭 击毁 防空 阵地 的 概率 ， 由 
(36.8) 或 (36.15) 可 算出 


F, =H 


Q, 
F, 是 空 衫 一方 出 动 飞机 染 次 的 期 望 (平均 ) 值 。 
假设 每 淋 飞 机 对 防空 导弹 阵地 进行 次 空袭 ， 共 有 * 架 
飞机 ，N = sx 是 这 批 飞 机 对 一 处 导弹 阵地 的 空 闪 总 次 数 ， 于 
是 导弹 阵地 击落 飞机 的 期 望 值 为 
M, = Pi+ (1 ~ QI)P2 + (1 Q)(1 — Q2)P3 
+ + (1 -QD)(l- Q2)…(l1 — QnN-1)Py (36.19) 


(36.18) 


若 Pi=Ps=…=P,，Qi1= Q;=…= Q,， 则 
M, = P,[1+(1-Q)+(I-Q) +…+(1- Q,) i 
当 N 一 + co 时 ， 


PP _P, 
“1-1-Q) QQ, 
2. 反 空袭 所 需 地 空 导弹 的 数量 和 击落 敌 机 的 架 数 
设 飞机 以 相同 的 航速 等 时 间 间 隔 地 进入 导弹 阵地 上 空空 
袭 ， 防 空 导弹 以 等 时 间 间 隔 向 飞机 开火 。 假 设 导弹 系统 击落 一 


M, (36.20) 
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架 飞 机 或 对 一 飞机 射击 若干 次 而 未 击落 它 ， 则 此 涤 飞 机 已 飞 离 
防空 区 域 ， 这 时 ， 导 弹 系 统 将 火力 对 准 男 一 染 飞 机 。 

假设 相继 出 现 两 架 飞 机 的 时 刻 之 间 的 时 间 间 隔 为 op， 地 
空 导弹 准备 发 射 与 实施 发 射 每 次 平均 耗 时 为 iz:/， 则 从 第 一 染 
飞机 出 现 到 第 二 架 飞 机 出 现 导弹 最 多 发 射 次 数 为 


S=— (36.21) 


一 个 目标 遭受 地 空 导弹 射击 的 最 大 次 数 m 为 该 染 飞 机 在 
导弹 射程 内 逗留 的 时 间 与 zj 之 比 的 平均 值 ， 用 p 表示 单 发 导 
弹 击 筑 一 染 敌 机 的 概率 。 

令 WM 表示 地 空 导弹 对 第 ) 染 飞 机 进行 第 i 次 发 射 的 概 
率 ，1i=1，2…，71; 了 三 1，2，…，7， n 是 发 机 总 架次 。 又 
假设 飞机 是 从 一 个 方 回 相继 入 侵 的 。 

对 第 一 架 飞机 必然 要 开火 的 ， 故 殉 =1， 第 1 次 射击 未 
击毁 这 架 飞 机 时 才 对 它 二 次 打击 ， 所 以 

W; ”=g= (1-2) (36.22) 
同 理 
WS = gq, WH = gq” (36.23) 
把 第 1 架 飞机 受到 每 次 打击 的 概率 写成 同 量 形 式 得 
W, = | WO, WD,.., WH) 
(36.24) 


Wi1= | 1, gg2 ,ee gq" 


记 第 j 架 飞 机 遭受 各 次 打击 的 概率 四 量 为 


站 


W, — WI7), Wi), WO) ,j = 1,2,.…,n 


例如 对 一 架 飞 机 的 最 大 发 射 次 数 为 m = 3， 单 发 导弹 击 器 
飞机 的 概率 为 p= 0.6， 在 相继 两 架 飞 机 到 达 时 刻 之 间 的 则 隐 
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内 发 射 次 数 ;=1， 目 标 总 数 nx =3， 则 第 一 架 飞 机 遭受 各 次 射 
击 的 概率 向 量 为 
Wi = (la,9g2) = (1,0.4,0.16) 

对 第 二 架 飞 机 的 第 一 次 打击 是 在 对 第 一 架 飞 机 第 一 次 打击 
击落 的 情况 下 发 生 的 ， 对 第 二 架 飞 机 的 第 一 次 打击 的 概率 为 
po 

对 第 二 架 飞 机 的 第 二 次 打击 是 在 对 第 一 架 飞 机 第 二 次 打击 
且 击 落 或 对 第 二 架 飞 机 第 一 次 打击 未 击落 的 情况 下 进行 的 ， 故 
对 第 二 架 飞 机 第 二 次 打击 的 概率 是 对 第 一 架 飞 机 第 二 次 打击 的 
概率 g 乘 以 被 击落 的 概率 训 ， 再 加 上 对 第 二 架 飞 机 第 一 次 打击 
的 概率 训 乘 以 未 击落 的 概率 g， 即 第 二 架 飞 机 受到 第 二 次 打击 
的 概率 为 2pq。 

对 第 二 架 飞 机 进行 第 三 次 打击 是 在 对 第 一 染 飞机 进行 第 三 
钦 打击 后 (不 论 第 一 染 飞 机 击落 还 是 逃走 ， 剖 只 能 改 射 第 二 淋 
飞机 了 ) 或 对 第 二 架 飞 机 第 二 次 打击 未 击落 的 情况 下 进行 的 ， 
故 对 第 二 架 飞 机 进行 第 三 次 打击 的 概率 为 

q +2pgq* gq = 2pgq +gqg’ 
所 以 对 第 二 架 飞 机 的 打击 概率 向 量 为 


W, = | p,2pq,2pqg” + g?| 


p pg pq” 
Ws= |(1,9g,9°)|0|,(1,g,g’)|ip (co po 
0 0 1 


= [ba 


p pq pa” 
0 万 pa |= WM 
0 0 1 


267 


其 中 


递 推 地 可 得 对 第 三 架 飞机 的 射击 癌 量 为 
W; = WM = Wi1M’ 


若 对 一 架 飞 机 最 大 射击 次 数 x = 4， 在 对 一 涤 飞 机 射击 两 


次 后 即 出 现 后 继 目标 ，s =2， 则 相应 的 M 和 窍 阵 为 


Pp pg pq” pg” 
2 3 
wilt ta pa 和 
Up pa pa 
0 0 1 aq 
一 般 地 ， 
p pq pq” pq”™ | 
p pq pq” i pq”™ 
p pq pq” pq”™ | 
M = mC—2 
0) p pa sr pq 
0 0… 0 p pa pq pa 
0 O-……: 0 0 1 0 05 
第 ; 架 飞 机 受 到 射击 的 概率 癌 量 


多 = 刺 1MTL 1) = 127 
反 空袭 战斗 需要 准备 多 少 枚 地 对 空 导弹 ? 
对 第 7 染 飞 机 应 准备 p; 枚 导 强 
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(36.25) 


(36.26) 
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5 = > wh 
其 中 m 是 对 一 架 飞 机 最 大 射击 次 数 ，W =| Wf，W 纺 ，… 
W2Y 是 第 ; 架 飞 机 遭 打 击 的 概率 向 量 ， 于 是 一 次 反 空袭 应 准 
备 的 导弹 数目 平均 为 
0 = 3 = DY wh (36.27) 
例如 对 一 架 飞机 最 多 射击 mn -3 次 每 次 发 射 导弹 击 中 飞 
机 的 概率 为 p=0.6， 在 相继 两 个 目标 到 达 的 时 间 间 隔 中 发 射 
次 数 $=1， 飞 机 总 数 nn =3， 则 
Wi= (1,0.4,0.16) 
W,= (0.6,0.48,0.35) 
W3= (0.36, 0.43,0.52) 
这 次 反 空袭 当中 对 第 一 架 飞机 发 射 导弹 数 为 
po1 二 1+0.4+0.16 = 1.56( 枚 ) 
对 第 二 架 飞 机 发 射 导弹 数 为 
os = 0.6+0.48 +0.35 = 1.43( 枚 ) 
对 第 三 架 飞 机 发 射 导 弹 数 为 
03 = 0.36 + 0.43 +0.52 = 1.31( 枚 ) 
共 应 准备 的 导弹 数 为 
Pp =p1+p2+p3 
= 1].56+1.43+1.31 
= 4.3( 榴 ) 
反 空 覆 战 斗 中 能 击落 几 架 飞机 ? 
如 有 果 第 7 染 飞 机 在 遭 到 mx 次 射击 仍 未 被 击落 ， 则 该 架 飞 
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机 逃离 防空 区 域 ， 这 种 事件 发 生 的 概率 等 于 该 飞机 受到 第 m 
次 射击 的 概率 WW 匀 与 这 次 射击 未 击 中 的 概率 g 之 积 ， 即 第 7 
架 飞 机 逃走 的 概率 为 
Qi = Wg (36.28) 
故 这 架 飞 机 被 击落 的 概率 为 
P;=1-Q;=1- Wi (36.29) 
于 是 在 此 次 反 空 袭 战斗 中 击落 飞机 的 总 数 ( 半 均 ) 为 


ND = =- > 0 — Wg) = >P (36.30) 


其 中 7 是 入 侵 飞 机 总 架 数 。 
例如 ， 对 每 架 飞 机 最 多 射击 m = 3 次， 共 n=3 架 飞机 ， 
每 次 打击 击 中 目标 的 概率 p = 0.6， 相 继 两 架 飞 机 到 达 的 时 间 
间隔 中 发 射 次 数 为 ;=1， 则 g=1-p=0.4。 
Qi= 0.16x0.4=0.06, Pi=1-0.06= 0.94 
Q,= 0.35x0.4=0.14, P; =1-0.14 = 0.86 
Qa3= 0.52 x0.4=0.21, Pi; =1-0.21 = 0.79 
于 是 这 次 反 空 袭 战斗 可 (平均) 击落 飞机 
N= P;,+P,+P;=0.94+0.86+0.79 = 2.59( 染 ) 
对 于 m= 二 3，p 二 0.6，n 二 3，s 三 2， 由 相继 两 架 飞 机 到 
达 的 时 间 间 隔 内 发 射 次 数 由 工 次 改 成 2 次 ， 则 可 求 得 平均 总 耗 
弹 量 为 
o(C2) = 4.63( 枚 ) > 4.3( 枚 ) = pt 
击落 飞机 (平均) 架 数 
NG) = 2.78 > 2.59 = NY 
如 果 s =3，m，pP，n 不 变 ， 则 03 一 4.68 > oo ， N6) = 
2.82> NG 。 
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一 般 地 ，m，p，n 不 变 时 ，s 越 大 ， 耗 弹 量 与 击落 飞 
机 的 架 数 都 越 大 ， 但 并 非 与 * 成 正比 。 从 上 例 可 知 为 击落 来 
犯 的 全 部 三 架 飞 机 ， 大 约 准备 5 枚 导弹 即 可 ， 再 少 就 没有 保 
证 了 ， 但 也 不 是 * 越 大 越 好 ， 那 样 会 投入 太 多 导弹 ， 作 战 成 
本 过 高 。 
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20 世纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 ， 美 籍 犹太 科学 家 汉 : 诺 伐 曼 
(Von Neumann，1903 一 1957) 说 :“ 一 门 数 学 学 科 在 离开 它 的 
经 验 源 泉 太 远 之 后 ， 或 者 经 过 太 多 的 抽象 配种 ， 它 就 有 退化 的 
危险 ,微分 方程 在 与 它 的 “经 验 源 泉 ” 紧 密 联 系 方面 是 数学 
当中 做 得 最 好 的 一 个 分 支 。 诺 伊 曼 是 20 世纪 先 搞 纯粹 数学 ， 
又 搞 出 丰硕 的 应 用 数学 成 就 的 大 数学 家 ， 他 本 人 是 当今 把 数学 
理论 用 于 重大 实际 应 用 的 榜样 。 少 年 时 他 是 匈牙利 奥 林 匹 殉 数 
学 竞赛 的 全 国 冠 军 ， 第 一 颗 原 子弹 “曼哈顿 计划 ”的 主要 设计 
者 之 一 ， 又 是 第 一 台 全 自动 通用 电子 计算 机 的 设计 者 ， 被 六 为 
“计算 机 之 父 ”， 还 是 第 一 枚 导弹 的 主要 设计 人 之 一 ， 美 国 导弹 
委员 会 主席 和 美国 三 苗 左 问 。 

俄国 大 数学 家 切 比 雪夫 (Ile6pmues，1821 一 1894) 在 人 研究 
实际 问题 的 微分 方程 模型 时 ， 强 调 数学 必须 与 实际 应 用 相 结合 
才能 孕育 出 有 价值 的 成 果 。 他 深刻 指出 : “让 数学 脱离 实际 应 
用 ， 就 好 比 把 母 牛 关 起 来 ， 不 让 它 接触 公牛 1” 

切 比 雪夫 是 19 世纪 俄罗斯 的 数学 王子 ， 彼 得 堡 数 学 学 扳 
的 领袖 。 他 生 于 俄国 落后 的 农村 ， 由 于 脚 有 残疾 ， 不 能 和 小 同 
学 们 -- 起 玩 灰 ， 只 能 独立 玩 些 积木 等 智力 含量 多 的 文 裔 玩 基 ， 
从 小 养 成 了 内 向 、 沉 静 和 深思 的 好 习惯 。16 岁 的 切 比 雪 夫 以 
优异 的 成 绩 考 入 莫斯科 大 学 物理 数学 专业 ，1849 年 获 博 士 学 
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位 。 在 之 后 的 短 短 10 年 内 ， 他 被 聘 为 彼得 堡 大 学 教授 ，33 岁 
时 ， 被 聘 为 彼得 堡 科学 院 院 士 。 切 比 雪夫 又 是 一 位 诲 人 不 倦 的 
好 老师 ， 当 教授 35 年 ， 高 徒 辈出 ， 桃 李 满 天 下 。 他 著作 等 身 ， 
《 切 比 雪 夫 全 集 》 达 70 多 卷 ， 把 一 生 心血 全 部 灌注 于 科学 教育 
事业 ， 终 身 示 要。 他 不 仅 在 微分 方程 、 概 率 论 等 数学 分 支 上 贡 
献 极 大 ， 而 且 又 是 一 位 心灵 手巧 的 机 械 设 计 师 ，1878 年 ， 巴 
黎 世 界 博览 会 的 俄国 馆 里 ， 展 出 了 他 的 各 种 巧夺天工 的 设计 : 
机 械 马 、 机 械 划 船 人 、 手 摇 计 算 机 等 ， 在 芝加哥 万 国 博览 会 
上 ， 展 出 了 切 比 雪夫 设计 的 上 自行 椅 、 选 种 机 、 筛 分 机 等 等 ， 育 
动 全 类， 名 噪 一 时 。 他 设计 的 各 种 机 械 40 多 种 ， 写 了 20 多 部 
机 械 制 造 的 书 ， 是 俄国 机 械 制 造 工 业 的 奠基 人 。 

下 面 我 们 展示 硅 二 通俗 易 懂 、 生 动 有 趣 的 微分 方程 模型 。 

(1) 今日 上 午 开 始 降 雪 ， 整 天 稳 降 不 止 ， 中 午 12 点 一 扫 
雪 车 开始 扫 雪 ， 每 小 时 扫 的 雪 按 体积 计算 是 一 个 常数 ， 到 下 午 
两 点 它 清扫 了 两 公里 ， 到 下 午 四 点 它 又 清扫 了 一 公里 ， 问 当日 
降雪 是 几 点 开始 的 。 

设 zx (zt) 为 清扫 的 公里 数 ，: 为 扫 雪 时 间 ，zo 是 从 开始 
降雪 到 中 午 12 点 的 时 间 ; 由 于 降雪 与 扫 雪 和 缘 为 匀速 的 ， 设 vi 
为 道路 单位 长 度 上 单位 时 间 的 降雪 量 ， 并 设 道路 宽度 是 个 常 
数 ; v, 是 单位 时 间 的 扫 雪 量 ， 则 x (z ) 满足 微分 方程 


| 十 £1) vl 和 一 V2 


zk0) = 0, zx(2) = 2,z(4) =3 
于 是 


之 1 
dz = (to + 1)-1dz 
Ul 


积分 一 下 得 
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Z(t) = flnkz + to)+C] 


U2 
其 中 C 为 第 数 ， 由 x (0)=0 得 
0 = [Into + Cl],C =- Into 
Ul 


由 x (2)=2 得 


2 = 二 [ln(tn +2)+C|= zn + 2) — lnto: (37.1) 


由 x(4)=3 得 
3 = [lin(to + 4) -~ Into]) 
vl 


(37.1) 二 (37.2) 得 
2 ln(2 十 t0) 一 lInto 


3 | lIn(4 十 to) 一 lnto 
和] [2 
n| 一 一 一 二 nl 一 一 


Lo £0 
4 2 ,244-8-01+2 
i0 to “to L$ te to 
解 得 
-4 4 
-1+VS TV5S 
由 于 2 >0， 故 取 
4 
1 = =/5-1 
”V5s+1 


即今 日 的 雪 是 午前 /5 一 1 小 时 开始 的 
(2) 升华 与 挥发 问题 


(37.2) 


樟脑 球 半径 二 em， 一 个 月 后 变 成 em， 其 挥发 率 正比 于 
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表面 积 ， 问 樟脑 球 几 个 月 后 完全 挥发 挥 ? 
设 p 是 樟脑 球 的 密度 ，” (上 ) 是 它 的 半径 ，z 是 时 间 ， 则 
r= 二 + (t) 满足 
4 da 
上 E 3 下 了 7 kA4xr” (37.3) 
oi 


由 (37.3) 得 
dr __ ,是 常数 ,dr = 一 全 di 
p 了 ， ， 0 
积分 一 下 得 
k 
t) 二 一 一 十 (L 
r(zt) 0 
由 7r(0)= 雪 得 
1 _ k _1 
4 = x0+C C= 
于， 
由 7(1)= 志 得 
1 ££ 1k&_1l 
8 pop 4p 8 
最 后 得 
_1 1 
r(1) = 4 8 


令 r(t)=0， 盈 
于 一 全 = 0, 得 上 = 2 
即 再 过 一 个 月 樟脑 球 完全 挥发 干净 。 

(3) 老师 和 学 生 谁 更 会 饮 咖 啡 

在 老师 和 学 生 面 前 同时 送 来 相同 温度 的 等 量 热 咖 啡 各 一 
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杯 ， 老 师 在 送 到 咖啡 后 立即 加 上 了 一 点 冷 奶 油 ， 等 了 10 分 钟 
册 喝 ; 学 生 则 等 了 10 分 钟 临 喝 时 加 上 了 与 老师 加 的 等 量 的 冷 
奶油 ， 回 谁 喝 的 咖啡 更 热 一 些 ? 

议 宇 内 温度 是 To。， 饮 料 温度 是 T(z )， 则 函数 满足 方程 


dT  _ 四 
dt 二 EkE(T— To) 
其 中 是正 的 常数 ， 
dT=—-k(T-— To ) dt 
_d 
TT = kdt 
两 问 积 分 得 


In(T-T0)=-k+C,T- T=e ,T= Ce*+T, 
其 中 C| 是 正常 数 
设 老师 加 入 冷 奶油 后 杯 中 温度 为 3， 即 Ti (0) = 79， 
于 是 老师 杯 中 饮料 随时 间 的 变化 规律 为 
Ti(t) = (Ti— To)e “+ To 
老师 加 冷 奶 油 时 ， 学 生 杯 中 饮料 的 温度 为 9，T9 > T9， 学 生 
杯 中 饮料 的 温度 随时 间 的 变化 规律 为 
T(t) = (1T3 ~ Toe “+To 


于 是 可 得 
DD nT, dD (7 The 
由 于 T9>T9， 所 以 
dTi(z) Ma 
dt < di 


即 学 生 杯 子 里 的 热量 损耗 快 ， 而 加 入 冷 奶 油 所 含 的 热量 与 咖啡 
原来 所 含 热量 师 生 双方 是 一 臻 的， 可见 最 后 老师 杯子 中 的 热量 
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比 学 生 的 多 ， 老 师 喝 的 咖啡 热 一 些 ; 还 是 老师 生活 经 验 丰 遇 ， 
或 许 这 位 老病 事先 如 上 地 计算 过 ， 早 已 心中 有 数 。 

日 常生 活 中 不 少 事情 与 此 同 理 ， 例 如 在 不 锈 钢 烧 水 壶 中 有 
一 些 开 水 准备 几 分 钟 后 洗脸 用 ， 聪 明 人 往往 立即 癌 开 水 中 倒 入 
一 些 冷 水 ， 而 不 是 等 到 洗脸 时 再 加 冷水 。 

(4) 肥 洪 艇 方程 

驱逐 舰 在 浓 雾 中 搜索 潜水 艇 ， 雾 一 度 散 开 ， 其 时 发 现 淤 水 
艇 在 3 公里 外 的 海面 上 ， 但 潜艇 立即 下 洲 ， 驱 逐 舰 以 2 倍 于 潜 
艇 的 速度 去 搜索 ， 已 知 此 潜艇 王 潜 后 即 以 全 速 滑 茶 未 知 方 癌 直 
线 逃 走 ， 问 驱逐舰 应 以 何 种 路 线 去 搜索 才 可 保证 它 能 驶 至 潜艇 
的 正 上 方 发 射 鱼 雷击 毁 洲 艇 ? 

由 于 不 知 潜艇 逃走 的 方向 ， 所 以 驱逐 舰 必须 有 来 用 “ 锦 圈子 ” 
的 办 法 来 搜索 。 为 求 得 驱逐 舰 的 路 径 ， 采 用 极 坐 标 (>()， 
9 (+z)) 比 较 方 便 。 设 直角 坐标 中 的 位 置 是 (z(t), y(z))， 则 
(z(t), y(t)) 与 (r(z), 90(z)) 之 则 的 关系 是 


z(t) 一 rcoso 


y(t) = rsingd 


见 图 37-1 


图 37-1 
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于 古 


dz = drcos0 — rsinGdg 
dy = drsing + recosd6 


ds = Vv dr: + dy = (droos0 — rsingd0) + (drsing + roos8d0)” 


= V dr2 + 72d02 一 9 十 r“dal 
整个 曲线 的 弧 长 是 ds 的 积分 。 


设 潜艇 出 现 点 是 极 坐 标的 极点 ， 当 时 驱逐 舰 在 极 轴 上 ， 由 
于 舰 速 2 倍 于 艇 速 ， 舰 发 现 潜水 艇 后 立即 向 潜水 艇 出 现 的 点 直 
线 通 近 2 公里 ， 于 是 这 时 艇 舰 同 处 于 以 极点 O 为 中 心 的 单位 
圆 上 。 之 后 ， 舰 以 迁 回路 线 x = + (Q) 搜索 ， 由 于 舰 速 是 艇 
速 之 2 倍 ， 所 以 对 于 艇 逃跑 的 任意 未 知 极 角 0， (9) 应 满足 
( 见 图 37-2 ) 


| Vr2(0) + (r (9))2dg = 2[7r(00) -1 


"(0) 


图 37-2 
两 端 对 0 求 导 数 得 
r(0)+ [Er (60) = 4[r (0)] 
9 -土方 7(9) 
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积分 之 得 


+ 二 g+ + 了 
Inr(0) = 十 方 4 + C,r(0) = es ~ Clee 


由 于 >(0) = 1 故 得 
+ 二 0 
rr(0) 一 1 一 Ciev3 ,C1 一 1 
最 后 求 得 舰 的 搜索 线路 为 
+ 二 6 
r(0) = ev3 


即 舰 按 螺 线 r，(9) =23? 或 /，(9) =。- 针 9 行驶 ， 定 能 使 驱 


逐 舰 开 到 潜艇 正 上 方 而 击毁 敌 潜艇 。 

(5) 兵 虫 们 提出 的 微分 方程 

小 小 昆虫 ， 无 知 无 识 ， 但 其 本 能 表现 出 的 行为 往往 含有 令 
人 局 吸 的 数学 原理 ， 蜜 蜂 筑 梨 已 有 范例 ( 见 王 树 禾 著 《 数 学 聊 
背 》)， 今 再 看 一 例如 下 : 

边 长 为 1 米 的 方 果 的 四 个 角 点 肉 雄 相同 地 各 放 一 只 同类 小 
息 忠 ， 每 虫 以 相同 的 速度 (未 必 是 匀速 ) 按 道 时 针 和 追逐 与 它 相 
邻 的 虫子 ， 求 小 虫 的 爬行 路 线 和 会 合 时 的 行程 是 几米 ? 

以 方 果 的 对 角 线 为 坐标 轴 ， 桌 中 心 为 原点 ， 不 妨 设 第 一 只 
忠 子 在 正 半 z 轴 上 ， 第 二 只 虫子 (第 一 只 虫子 追 的 是 第 二 只 
虫子 ) 在 正 半 > 轴 上 ， 见 图 37-3。 由 于 扑 行 速度 一 臻 和 位 置 


的 对 称 性 ， 只 要 绕 原 点 旋转 于 ， 则 第 一 虫 的 路 线 就 与 第 二 虫 的 


路 线 重合 。 看 图 37-3， 以 及 切线 斜率 9 = - tanb， 故 第 一 虫 
的 爬行 路 线 >=y (z) 满足 
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由 于 虫子 们 在 盘旋 运动 ， 宜 采用 极 坐标 来 处 理 ， 令 
” = 7r(0)cos0 
y= r(0)sing 
其 中 r=yr (9) 是 第 一 虫 在 极 坐标 中 的 路 线 表达 式 ， 徽 分 (37.4) 
式 得 


(37.4) 


dx = drcosl ~ rsin9dd 
dy = drsing + rcos0dd 


把 (37.4) 与 (37.5) 代入 方程 入 = -于 二 2 得 
rr 工 十 9 


(37.5) 


drsing + rcos0d0 rsing — rcosd 
drcos0 ~— rsin0d0 rsinO + rcosb 


dr _ 


3 = = 


两 问 积 分 得 
Inr =-06+C,r= Cle” (C:>0) 
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由 r(0) 一 2 得 


__V2, 
2“ 

其 余 三 只 虫子 的 行路 线 是 曲线 = 学 。 -5 绕 原点 分 别 旋转 苑 ， 
r 和 与 x 而 得 ， 四 虫 在 原点 相 会 ， 这 时 + =0， 相 当 于 0= + 
co， 于 是 它们 各 自 的 行程 背 为 


Oe 


0 


即 每 个 虫子 的 行程 都 是 1 米 。 

(6) 弱肉强食 

某 地 水 草 丰 盛 ， 生 活着 狐狸 和 兔子 ， 狐 狸 表面 上 是 强 者 ， 
它们 靠 狗 猎 凶残 地 吃 兔子 为 生 ， 免 子 则 靠 打 洞 藏身 和 快速 繁殖 
等 本 能 维持 生存 与 繁衍 。 兔 子 似 为 弱者 ， 但 是 ， 我 们 可 以 用 数 
学 理论 严格 认证， 在 狐 免 的 弱肉强食 的 斗争 中 ， 没 有 最 后 的 失 
败 者 ， 两 者 在 此 地 可 以 建立 血淋淋 的 生态 平衡 。 这 种 现象 在 人 
类 社会 中 是 否 也 在 一 定 程度 上 存在 呢 ? 

设 免 子 在 上 时 刻 共 有 z (:) 只 ， 狐 狸 共 有 y (zt) 只 。 免 村 
的 繁殖 速度 拼 与 兔子 的 现存 数量 成 正比 (一 对 兔子 平均 一 窜 
生 6 只 小 免 ， 则 k 对 兔子 生 6k 只 小 免 )， 而 兔子 的 减少 速度 
与 狐 免 相遇 机 会 成 正比 ， 即 与 x (1)y(+) 成 正比 ， 于 是 


于 = oz 一 Rry， a,B 是 正常 数 (37.6) 


狐狸 们 互相 争 食 ， 它 们 的 数量 越 多 ， 越 不 利于 它们 获得 食 
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物 ， 所 以 狐狸 数量 一 多 ， 则 会 因 阁 成 员 荒 而 使 狐狸 数 减少 ， 狐 
狸 的 减少 速度 与 现存 的 狐狸 数 成 正比 ; 狐狸 的 增加 速度 则 与 狐 
饮 的 相遇 机 会 成 正比 ， 即 与 zy 成 正比 ， 所 以 


中 =- yy + 6xy， 7, 8 是 正常 数 (37.7) 
于 是 我 们 建立 了 狐 兔 弱肉强食 的 数学 模型 如 下 : 
和 = az 一 Bry (37 .8 ) 
I ~ yy + Gry (37.9) 
(37.9) 二 (37.8) 得 
dy —Yy+ ory 
dz az 一 Bry 
w 一 dy _ 《一 7 二 ordz 
y x 


两 端 积分 得 
alny - By= 一 YInz + Sr + lnk, 上 是 正 篆 数 
alny— Py —Ylnr+dr+lng 
EC 一 e 


ye ®t = kr er (37.10) 
20 世纪 意大利 车 名 数学 家 沃 尔 泰 拉 (Volterra) 发 明了 一 
种 巧妙 的 绘制 (37.10) 的 图 像 的 技巧 ， 令 
> = ye 
w = kr Ye 
k 由 初 值 zo，yo 代入 (37.10) 确定 ， k= xbWe Poe Wo。 
在 直角 坐标 系 中 国 出 二 条 曲 八 ; Li:zx= w，L2:x= 
ye 名， Laiw=kr ye ， 见 图 37-4， 再 由 图 37-4 所 示 的 办 法 
画 出 一 条 闭 曲 线 L4"，L4 是 狐 免 曲线 。 
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图 37-4 


当初 如 果 没 有 兔子 只 有 狐狸 ， 由 (37.9) 得 


=-Xy<0 


狐狸 由 于 没有 食物 而 迅速 死亡 ， 以 至 于 总 数 赵 于 零 ， 在 图 37-4 
上 ，y 轴 正 半 轴 上 的 那个 向 下 的 箭头 表示 了 这 种 情形 。 

如 宁 当 初 没有 狐狸 ， 只 有 兔子 ， 免 子 会 大 规模 繁殖 ， 这 种 
情况 反映 在 方程 (37.8) 中 ，(37.8) 变 成 


SE = ar>0 


在 图 37-4 上 ，z 正 半 轴 上 的 那个 箭头 显示 了 这 种 情形 。 

如 妥当 初 狐 免 都 有 ， 则 狐 免 变化 情形 是 L4 表达 的 趋势， 
随 春 t 的 无 限 增加 ， 狐 免 数 量 分 别 周 期 性 地 增 减 ， 无 休止 地 是 
现 流 动 性 的 生态 平衡 。 这 种 情形 正 是 我 们 进行 生态 保护 追求 的 
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目标 。 其 中 也 富 含 达尔 文 主义 的 思想 和 弱势 群体 未 必要 灭绝 的 
哲学 思想 。 

(7) 越南 战争 中 美军 事 优势 为 何不 能 取胜 

设 +=x(i) 是 越南 共产 党 领导 的 游击 队 的 兵力 ，y = y (1) 
是 美国 约翰 了 还 总 统 派 往 越南 的 兵力 。 游 击 队 的 伤亡 速度 与 美 车 
与 游击 队 相 过 的 机 会 成 正比 ， 且 


和 = 一 axzy， a>0 (37.11) 


美 正规 军 在 明 处 ， 游 击 队 在 暗 处 ， 美 军 的 伤亡 速度 与 越 共 次 击 
队 的 兵力 成 正比 ， 故 


9 =— pr, p>0 (37.12) 
(37.11) 和 (37.12) 相 除 得 
SY 一 二 ydy = Edz 
积分 之 得 
ay” = 2Br + 7 (37.13) 


设 开战 时 美 兵力 为 mw， 越 游击 队 为 zo， 则 ayi=2pzo+ y， 人 得 
7 = ay — ZBro 

(37.13) 的 图 像 见 图 37-5， 是 一 族 抛物 线 ， 故 称 这 种 战争 存在 

“抛物 律 ”。 
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(i) Y=0 时 ， 即 ro=2628 时 ， 双 方 应 和 谈 ， 不 然 双方 同 
归于 尽 ，z (+) 与 y (1) 都 趋 于 0。 


(iD y>0 时 ， 当 y 减少 到 y= /之 时 ，z 即 被 消灭。 
(iiD yY<0 时 ，z 减少 到 z1= - 256>0 时 ，y 已 被 消灭 


今 y= oj-2pzo，y=0 即 中 = 人 所 xzo， 由 于 游击 队 的 隐 
若 性 六 ， 战 斗 减 员 率 小 ， 所 以 0< wa 入 1， 即 a 十 分 之 小 ， 由 


总 = 人 zo 看 出 ，yo 十 分 大 才能 使 y=0， 进 而 双方 同意 采用 和 
谈 之 策 。 如 有 果 yo 不 够 大 ， 而 出 现 Y<0 的 局 面 ， 则 出 现 游击 


队 z(t) 尚 保存 了 一 定 的 实力 zi = -26>0, y (1) 已 被 消 
灭 ， 使 正规 军 全 军 覆 灭 了 。 在 20 世纪 70 年代， 由 于 越南 在 其 
盟国 的 支援 下 ， 对 美 年 进行 游击 战 ， 使 现代 化 的 美军 连连 受 
挫 。1968 年 ， 美 国 在 越南 战场 上 的 统帅 Westmoreland 紧急 向 
约翰 还 总 统 要 求 增援 ， 总 统 当 即 加 派 20 万 美军 赴 越 参战 仍 无 
济 于 事 。 尽 管 当 时 在 越美 军 与 越南 游击 队 兵 力 之 比 是 6:1， 美 
方 仍 不 能 取胜 ， 只 得 从 政治 上 谋求 和 谈 。 双 方 和 谈 后 ，1973 
年 美 车 从 越南 全 面 撤军 ，1975 年 ， 越 共 军 队 占 领 了 越南 全 境 ; 
越美 之 战 ， 为 反 美 的 落后 国家 敢于 与 美国 对 抗 树立 了 样板 。 

(8) 艾滋 病 在 我 国 的 流行 与 预防 

该 x 人) 是 义 滋 病 的 传染 者 人 数 ，y (z ) 是 艾滋 病 易 感 染 
人 和 群 的 人 数 ， 于 是 x (1:)，y (zi) 满足 方程 组 


衬 = axy 一 bx (37.14) 
dy _ 
di 二 一 QTy (37.15) 


285 


其 中 a,， 5。 是 正常 数 ，(37.14) 中 右 端 ， + axy 表示 传染 考 与 
易 感 染 人 群 接触 使 易 感 染 者 变 成 病人 【传染 者) 的 增 速 ， 
- pz 表示 由 于 传染 者 病死 而 使 传染 者 减员 的 速度 ， 可 见 
(37.14) 是 合理 的 ; (37.15) 中 的 - azy 表示 传染 者 与 易 感 人 
群 接触 使 易 感 人 群 变 成 了 病人 从 而 减少 吻 感 人 群 的 速度 ， 可 见 
(37.15) 是 合理 的 。 

(37.14) 与 (37.15) 相 除 得 


了 二 一 1+ 一 (zs0) 
aU yy 


d 
,1 (37.16) 
dr =| -1+ 二 二 | dy 
两 边 积分 得 
xT(y)= xXxot yo y+ pin ~ 
寺中 已 
其 中 p= 一 © 


(1) 由 (37.16) 式 ， 当 y> 之 时 dz -0 x (y) 是 以 


d 
y 为 自 变 量 的 单调 递减 函数 。 

(2) 由 (37.16) 式 ， 当 y< 也 时， >0, Xx (y) 是 以 
y 为 和 目 变量 的 单 圳 未 增 遇 数 。 

z= 二 x+《y) 的 图 像 如 图 376。 

1998 年 5 月 10 日 《光明 日 报 》 办 的 《文摘 报 》 报 道 : 
“截止 到 1998 年 3 月 底 ， 除 青海 省 外 ， 全 国 30 个 省 、 市 、 目 
治 区 共 报 告 艾 滋 病 感染 者 (成 了 传染 者 ) 9970 例 ， 死 二 197 
例 ， 感 染 者 被 传染 以 共用 注射 句 静 肪 吸毒 导 致 血液 传播 为 主 ， 
疫情 发 展 迅 猛 ， 此 外 ， 经 性 接触 传播 者 也 逐年 增多 ， 据 专家 佑 
计 ， 到 去 年 年 诡 ， 中 国 实际 艾滋 病 感 染 者 已 达 20 一 25 万 人 ， 
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流行 趋势 非常 严峻 ! 我 国 第 一 例 艾滋 病人 是 1985 年 发 现 的 ， 
经 过 了 传 入 期 、 播 散 期 ， 目 前 已 进入 快速 发 展期 。” 


x 


007) 
0 y 
a 
图 37-6 
按 上 述 报道 ， 对 中 国 而 言 ，6< 贡 os:0.017， 最 保守 的 估 


计 ， 我 国 易 感染 人 群 人 数 数 以 万 计 ， 由 之 过 10000 来 计算 ，a 之 
0.0000017， 即 一 个 “ 易 感 染 ” 痢 与 一 个 艾滋 病 传染 者 接触 后 有 
百 万 分 之 二 的 可 能 感染 此 病 ， 这 么 小 的 可 能 性 是 存在 的 ， 说 明 
中 国 的 易 感染 人 群 y(z) 超过 也 ， 由 前 面 的 数学 分 析 ， 中 国 
将 必然 会 有 一 段 流行 艾滋 病 的 时 期 。 事 实 也 证 实 了 这 些 数学 结 
论 与 实况 是 相符 的 ，2003 年 ， 我 国 卫生 部 门 紧急 呼吁 防治 艾滋 
病 ， 到 2003 年 ， 专 家 估计 中 国 的 艾滋 病 感染 者 已 逾 百 万 。 
当然 ， 也 不 必 对 艾滋 病 过 分 惊 铠 ， 从 图 37-6 的 图 像 上 显 
示 ，z=x (y) 的 曲线 开始 时 ， 由 于 y > 之， 所 以 有 一 段 z (2) 


增长 的 时 期 。 但 越过 y= 芝 之 后 ，x (t) 开始 下 落 直 至 x 趋 
于 零 。 即 前 途 还 是 乐观 的 ， 艾 滋 病 感染 者 理论 上 是 可 以 被 减少 
以 至 人 类 完全 战胜 艾滋 病 。 

我 们 的 数学 论证 也 适合 于 像 Sars 等 其 他 传染 病 ， 没 有 任 


287 


何 一 种 传染 病 会 使 人 类 遭 到 捧 席 性 的 流行 结果 ， 人 类 的 前 还是 
光明 的 。 

1885 年 ， 伟 大 的 数学 家 庞 加 莱 发 表 篇 名 为 《微分 方程 所 
定义 的 积分 曲线 》 的 四 篇 论文 ， 它 们 是 数学 史上 的 光辉 文献 ， 
开创 了 不 用 求 出 未 知 函 数 即 可 研究 未 知 函 数 性 质 的 一 种 强 有 力 
的 微分 方程 研究 方法 与 理论 ， 它 已 发 展 成 一 门 现代 数学 的 主流 
分 支 一 一 微分 方程 定性 理论 。 下 面 我 们 用 一 个 具体 实例 来 领教 
定性 理论 的 魅力 所 在 。 

考虑 方程 组 


Eo y+zx[lo- (x +y)) (37.17) 


PY = z+ yp (z+)] (37.18) 


其 中 o 是 任意 实数 。 
引入 极 坐 标 
zt) = r(t)cos0(t) 
y(t) = r(t)sin0(t) 


由 于 xz? (7)+y(t)=r(t)， 于 是 两 端 求 导数 了 得 


dz dy _» .dr 
2x 了 + 2y 下 = Zr 


2r FE = 27[- y+zlo- (x+y)]] +2y zr + yp (r+)] 


= (2x° 十 2y*)[p 一 (< 十 y” )] 


= 2r’°(o—7r’) 
r= r(p—7) (37.19) 
又 由 于 
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于 是 
or = r(p—r’) (37.20) 
9 = 1 (37.21) 


由 式 (37.20) 知 方程 组 (37.17) 和 (37.18) 式 的 图 像 画 在 
zy 平面 上 是 极 角 0 (+ )= :+ 90 的 一 条 1 一 + oo 时 道 时 针 无 限 
旋转 的 曲线 。 

山 当 o>0 时 ， 有 一 条 满足 (37.19) 的 曲线 + =Vp， 这 
是 一 个 半径 为 v o >0 的 圆 ， 道 时 针 运 行 。 

@ 当 o<0 时 ， 党 <0， 曲 线 y=y (z) 的 向 径 单调 下 降 
同时 逆 时 针 无 限 旋 转 。 

@ 对 于 p>0 的 情形 ， 在 圆 r= 二 Vp 之 内 ， 和 一 (p—r’) 
>0， 曲 线 y= y (zx) 无 限 地 道 时 针 旋 转 ， 且 向 径 随时 间 单 


调 上 升 ; 在 圆 + = V6 之 外 ,和 = (p - r?) <0， 曲 线 
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y=y (x) 随 1 之 增加 而 单调 下 降 且 按 逆 时 针 无 穷 旋 转 ， 见 
到 37-7。 圆 内 与 加 外 的 曲线 丝 以 此 圆 "= VD 为 渐 近 线 (1 一 + 
> )， 称 此 种 闭 曲 线 为 稳定 极限 环 。 


37-7 
1900 年 ， 德 国 大 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert，1862 一 1943 ) 
在 巴黎 国际 数学 家 大 会 上 提出 了 23 个 世界 性 的 数学 难题 ， 其 
中 第 16 题 是 问 n 次 多 项 式 系 统 


dz 
Is = P,(x,y) 


I = Q, (x,y) 


极限 环 最 多 者 有 几 个 ? 其 中 PP (z，y) 与 Q(x，y) 是 
与 y 的 多 项 式 ， 其 中 次 数 最 高 者 的 次 数 为 n。 例 如 (37.17) 
和 (37.18) 式 就 是 一 个 三 次 多 项 式 系 统 。 目 前 数学 界 尚 未 对 
此 题 给 出 满意 的 解答 ， 即 使 对 二 次 多 项 式 系 统 也 未 给 出 一 个 元 
整 的 答案 。1976 年 ， 中 国 数学 家 王 明 淑 、 陈 兰 逊 和 史 松 龄 找 
到 一 次 多 项 式 系 统 有 四 个 极限 环 的 实例 ， 但 至 今 无 人 证 明 或 肥 
联 二 次 系统 的 极限 环 个 数 最 多 者 是 否 大 于 4? 可 兄 希 尔 伯 特 锁 
16 问题 难度 不 凡 ， 是 现代 数学 冲击 的 目标 之 一 。 


四 第 三 十 八 回 
系统 工程 须 统 宕 
关键 工序 应 完 知 


1965 年 ， 中 国 著名 数学 家 华罗庚 和 他 的 学 生 们 一 起 在 工 
业 部 门 推广 普及 “统筹 法 "”， 他 和 他 的 小 分 队 到 过 20 多 个 省 、 
市 、 自 治 区 的 几 百 座 城市 ， 几 千 个 工厂 ， 给 几 百 万 工人 、 技 术 
人 员 讲 授 “ 优 选 法 ”与 “统筹 法 ”， 取 得 了 可 观 的 经 济 效益 。 
统筹 法 是 一 种 处 理 系统 工程 ， 控 制 与 缩短 竣工 工期 的 有 效 方 
法 。 在 错综复杂 的 工艺 过 程 中 ， 任 务 繁多 ， 互 相 制 约 ， 关 系 销 
综 复杂 ， 例 如 在 一 台 复 杂 机 械 的 制造 过 程 中 ， 往 往 由 于 一 两 起 
工序 太 慢 而 耽误 了 整 台 机 器 出 三 的 时 间 。 如 宁 抓 不 到 关键 ， 急 
急忙 忙 ， 连 夜 三 班 ， 完 成 了 一 个 工序 之 后 ， 还 得 等 脓 的 工序 完 
成 之 后 ， 才 能 组 装 ， 这 电 不 是 圈 忙 ， 要 事先 计算 好 ， 看 哪些 工 
序 必须 缩短 工期 ， 才 能 使 总 工期 缩短 ， 哪 些 工 序 则 可 以 不 必 太 
抓紧 ， 其 至 可 以 从 中 抽调 一 些 人 员 支 援 那些 关键 性 的 工序 ， 几 
头 毛驴 拉 车 ， 要 鞭打 慢 驴 。 

让 我 们 从 一 个 日 常生 活 问 题 谈 起 。 

客人 来 ， 晚 饭 包 饺子 款待 ， 于 是 忙 买 面粉 、 肉 饮 、 非 沫 ， 
和 面 拌 馅 ， 搬 皮 捏 饺子 ， 下 锅 水 煮 ， 清 洗 餐 具 等 等 ， 已 知 购买 
面 和 馅 需要 40 分 钟 ， 从 和 面 拌 馅 到 包 完 饺子 需要 50 分 钟 ， 把 
水 烧 开 需要 20 分 钟 ， 下 锅 煮 束 需 要 10 分 钟 ， 准 备 和 餐具 需要 
10 分 钟 ， 知 想 提前 10 分 钟 吃 饺 子 ， 应 在 哪些 工序 上 用 时 减 


少 ? 
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ED 


图 38-1 

从 图 38-1 我 们 看 到 ， 从 决定 请 客 吃 饺子 到 入 席 就 餐 有 三 
条 路 径 : 

(1) 2 们 逢 ~ 医 硬 天" 而 下 公民 着 

(2) [请 客 吃 俊 子 ee 

(3) [请 窜 吃 佼 半 -| 尝 餐 具 ->| 入 席 就 餐 
这 三 条 路 径 以 〈1) 号 为 最 长 ， 耗 用 时 间 0 + 40 +50 +10 = 
100’， 可 见 从 打算 请 客 吃 饺子 到 入 席 就 餐 需 要 100 分 钟 。 如 果 
想 提 前 开饭 ， 必 须 缩 得 (1) 号 路 径 上 各 工序 的 用 时 。 似 (1) 
号 路 径 这 种 最 长 的 轨道 称 为 “关键 轨道 ”"， 其 上 的 每 道 工序 称 
为 关键 工序 。 如 果 把 烧 开 水 的 用 时 减少 (例如 开 大 煤气 网 门 ) 
或 加 快 清洗 餐具 ， 并 不 会 对 提前 开饭 有 什么 帮助 。 当 然 烧 开水 
也 有 个 最 述 必 须 开 始 的 时 间 ， 即 在 决定 吃 饺 子 之 后 的 90' - 20 
=70 必须 开始 点 火 ， 不 然 也 会 因为 等 开锁 而 耽误 了 开饭 时 间 ; 
洗 餐 具 也 有 类 似 问 题 ， 最 迟 不 得 迟 于 决定 号 人 饺子 后 的 100”  - 
10' = 90’， 不 然 也 会 耽误 开饭 时 间 ; 因为 和 面 拌 馅 包 饺 子 必须 
等 买 来 面 和 馅 之 后 ， 所 以 包 饺 子 这 道 工 序 最 早 可 开始 时 间 是 决 
定 吃 饺子 的 40 ， 者 饺子 这 道 工序 最 早 可 开工 的 时 间 是 决定 吃 
饮 子 时 90 。 
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如 采用 s 代表 请 客 有 饺子， 用 : 代表 入 席 就 餐 ， 用 wi， 
UF U3 U4,s USs 分 别 表 示 飞 面 买 馅 、 和 面 拌 馅 包 饺 子 、 者 饺 


图 38-2 
图 38-2 画 的 是 一 个 有 疝 加 权 图 ， 其 顶 集 合 为 V= js， 
Ul VU U3, U4, Us, t 1， 两 顶 则 的 有 同 边 上 写 的 是 权 数 


(此 工序 之 耗 时 )， 每 个 项 都 在 从 * 起 到 上 止 的 有 向 轨道 上 ， 且 
此 种 图 上 没有 有 向 圈 ( 即 起 止 顶 重合 的 有 辣 轨 道 )。 

一 般 地 ， 称 下 述 有 回 图 G 为 一 个 统筹 图 . 

QD G 上 有 一 个 起 始 顶 * 和 一 个 终止 项: 

@ G 中 无 有 问 圈 / 

( 每 个 项 zzEY (G) 一 |s，tj，wv 在 从 s 到 z 的 一 条 有 
回 轨 直上， 其 中 YY (G) 是 G 的 顶 集合 

由 对 G 的 每 条 有 回 边 e， 有 权 数 ! (e) ER， 了 是 实数 
集合 

约定 : 

中 统筹 图 上 每 条 边 代 表 一 个 过 程 或 工序 

@ 以 ;为 尾 的 有 癌 边 代表 的 过 程 可 以 马上 开始 

加 对 于 vEY (G) 一 fs 只 有 以 v 为 头 的 有 辣 边 代 
表 的 过 程 全 部 结束 ， 以 v 为 尾 的 有 回 边 代表 的 过 程 才 可 开始 

1 (e) 是 过 程 e 的 耗 时 

在 一 项 系统 工程 中 ， 有 的 工序 ， 只 要 它 所 用 的 时 间 出 现任 


293 


何 延 误 ， 则 会 使 全 工程 的 竣工 时 间 推 过 ， 这 种 工序 称 为 关键 工 
序 。 

关键 工序 在 哪里 ? 如 何在 合理 的 时 间 内 把 关键 工序 找 出 
来 ?从 开工 到 竣工 最 短 需 要 多 少时 间 ? 

下 面 的 有 效 算 法 给 出 上 面 这 些 问题 一 个 正确 解答 。 

(1) 标志 :为 1 (s) =0， 其 他 硕 暂 无 顶 标 (和 (wv) 表示 
v 的 顶 标 ， 它 标志 v 这 个 事项 可 以 开工 的 最 时 时 间 )。 

(2) 取 一 个 疝 无 顶 标的 顶 mw， 而 以 v 为 头 的 有 疝 边 之 尾 丝 
有 顶 标 ， 则 取 wv 的 顶 标 X(v) 为 {Cviv) + A(u1), 1(u2v) + 
人 za Vv) 十 A(up_)| 中 的 最 大 值 , 其 中 wiv, w2v，,…， 
u,v 是 以 v 为 头 的 一 切 边 , 如果 A(v) = Lu v)+A(ue), 则 
把 有 问 边 Uk 梁 成 绿色 ,1 过 有 声 ko。 

(3) v=t 时 ， 转 (2)， 执 行 完 (2) 后 止 ， 从 * 到 z 的 有 
器 绿 色 轨 诞 即 关键 轨道 ， 其 上 的 每 道 工序 为 关键 工序 ，X (1) 
是 总 工期 ， 即 竣工 所 需 的 最 少时 间 。 奋 v 六 1， 则 转 (2)。 

例如 图 38-3 中 的 粗 实 线 就 是 上 述 算法 中 所 说 的 染 成 绿色 
的 边 ， 顶 劳 标志 的 是 和 (':)， 从 曲 逆 着 衔 头 治 粗 边 〈 粗 实 线 ) 
倒退 到 @， 这 一 过 程 用 到 的 边 与 顶 就 组 成 了 一 条 天 键 轨道; 

(ODO DD 
全 工程 需要 63 天 竣工 。 

可 以 证 明 ， 在 上 述 算 法 中 ，X (wv) 是 完成 以 v 为 头 的 所 
有 工序 所 用 的 最 少时 间 ， 也 就 是 事项 可 开工 的 最 早 时 间 ， 也 就 
是 wv 的 崇 前 工序 中 最 后 一 个 完成 的 时 间 。 

事实 上 ， 上 述 算法 (2) 中 所 称 的 wv 不 会 找 不 到 ， 于 是 此 
算法 是 可 行 的 ; 硅 这 种 v 不 存在 ， 则 对 每 个 未 标志 的 顶 v， 篆 
可 找到 一 条 边 ， 它 以 v 为 尖 ， 但 此 边 之 尾 霖 标志 ， 由 于 统筹 
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图 38-3 

图 G 的 顶 是 有 限 的 ， 则 可 以 找 出 一 个 有 辐 圈 ， 与 G 无 有 辐 奖 
相 违 。 

下 面 用 数学 归纳 法 证 1 (v) 就 是 事项 v 的 最 早 可 开工 时 
同 。 

第 一 次 标志 A (s) =0， 上 述 结论 目 然 成 立 。 

假设 对 前 & 次 标志 的 顶 们 ， 其 顶 标 * (vwv) 确 为 事项 v 的 
最 早 可 开工 时 间 ， 考 虑 第 &+1 次 标志 的 顶 w+1; 由 算法 的 步 
又 (2)，A (vi41) 是 


[wu1041) + ACu1), LU uz V+1) + ACU2), Lu VR+1) + A(z )| 


中 的 最 大 值 ， 其 中 wi1，w2，…， uz 已 在 前 次 标志 中 被 标 
志 ， 即 (wi)，X (wz2)，…，A 和 (ww4) 分 别 是 ui，w2，… 
代表 的 事项 最 早 可 开工 时 间 ，w,1 最 早 可 开工 时 间 应 是 工 
序 wivesly UVptly ', UpO Vkp+1 中 最 述 完 成 的 时 间 ; 而 
oa tk 11 完 成 的 时 间 分 别 为 (uith+1) 
t+ACu), Luver1) tACu2), Lu VEt1) +A (up ), 
所 以 算法 求 得 的 (w+1) 是 w+1 可 开工 的 最 早 时 间 ， 人 至 此 数 
学 归纳 法 完成 。 
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欲 把 总 工期 缩短 ， 必 须要 压缩 关键 轨道 上 一 些 关键 工序 的 
耗 时 ， 不 在 关键 轨道 上 的 工序 的 时 间 压 缩 并 不 能 使 竣工 提前 。 
天 键 娄 道 未 必 唯 一 ， 例 如 图 38-4 中 有 两 个 关键 轨道 


DYO ,HOO 


图 38-4 

在 统筹 法 中 还 有 一 个 “工序 最 迟 必 须 开 工时 间 ” 和 “时 
产 ” 问 题 ， 例 如 在 请 客 吃 饺子 那个 问题 中 ， 关 键 轨道 是 ( 见 图 
38-2) 

GIDQIDIDIG 

在 这 条 天 键 轨道 中 的 每 道 工序 都 必须 按时 开工 ， 不 可 有 一 点 点 
推 过 ; 我 们 看 得 很 清楚 ， 这 条 关键 轨道 上 的 每 个 工序 都 是 关键 
工序 。 但 从 四 到 ws 的 这 道 工 序 则 不 然 ， 它 可 以 在 0 时 刻 开 
始 ， 为 了 不 耽误 总 工期 ， 它 最 迟 不 得 迟 于 第 70' 开 工 ， 这 个 
70 "是 这 样 算出 来 的 ， 

从 (2 道行 到 3) 的 最 长 轨道 的 长 度 为 10， 加 上 从 @4) 到 
@3) 的 权 20"， 把 这 个 和 从 总 工期 4 (1) 中 减 去 , 即 70 = 
)() — (10 + 20°) = 100° -30 。 
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一 般 地 ， 设 工序 e (用 统筹 图 中 一 条 有 了 向 边 表示 ) 的 头 为 

v， 则 工序 e 的 最 述 必 须 开 工时 间 为 
A(1)—-o(v)— /i(e) 

其 中 o。 (wv) 是 统筹 图 中 从 :开始 到 w 逆行 的 最 长 轨道 之 长 ， 
即 此 轨 上 各 边 权 之 和 。 其 实 c (wv) 可 以 把 统筹 图 的 箭头 全 反 
过 来 ， 在 以 上 为 起 始 顶 的 网 络 上 用 求 + (wv) 的 算法 ， 求 得 
A (v)=0o (v)。 : 

例如 图 38-3 中 工序 DO 的 最 述 必 须 开工 时 间 为 

人 zt) - ol) — (中 后) 
= 63 -5( 四 ) -7 
而 从 z 道行 到 名 的 最 长 轨道 为 @@B@O@@， 所 以 o (@) = 
(Ot (OD) + (DY) + (WO) =1+23+18+ 
5 二 47， 于 是 求 得 工序 @@ 的 最 壕 必 须 开 工时 间 为 
A(t) —o() -DO) = 63-47-7= 9( 天 ) 

即 工序 最 述 必 须 在 开工 后 的 第 9 天 开始 。 工 序 e 的 最 壕 必 
须 开 工时 间 与 最 早 可 开工 时 间 之 差 称 为 时 差 ， 记 之 为 A (e)。 
例如 A (WD@) =9-0=9 (天 )。 干 工 序 @@ 的 工人 可 以 利用 
A (e) =9 天 的 时 间 整 体 或 去 干 别 的 事 ， 例 如 支援 关键 工序 的 
工作 等 等 。 

关键 轨道 上 各 工序 的 最 早 可 开工 时 间 与 最 迟 必须 开工 时 间 
相等 ， 所 以 在 此 关键 轨道 上 的 各 工序 的 时 差 为 零 。 


@ 第 三 十 刀 加 
人 和 音 千 车 有 为 兰 
我 也 要 做 效 学 家 


数学 家 是 创造 数学 科学 的 那些 人 ， 他 们 以 数学 研究 与 数学 
教育 为 己任 ， 并 且 在 有 名 杂志 或 出 版 社 发 表 或 出 版 过 非 平 几 的 
首创 的 数学 理论 与 数学 方法 。 这 些 人 有 着 迷人 的 性 格 和 骄 人 的 
成 就 ; 这 些 人 献身 科学 ， 不 图 安逸 ; 这 些 人 坚持 正义 ， 淡 让 名 
利 ; 这 些 人 敢于 创新 ， 不 其 非议 ; 这 些 人 注重 实际 ， 敏 于 帝 
事 ; 这 些 人 科研 有 术 ， 教 学 有 方 ; 这 些 人 乏 疝 理性 ， 严 课 城 
信 ; 这 些 人 出 身 寒门 ， 自 学 成 才 ; 这 些 人 多 才 多 三 ， 联 明 机 
敏 ; 这 些 人 独立 思考 ， 长 于 批判 ， 这 些 人 …… 总 之 ， 一 位 成 功 
数学 家 身上 是 一 定 具 有 人 类 的 某 些 最 优秀 的 品质 的 。 当 然 ， 数 
学 家 当中 也 有 个 别 的 败类 分 子 ， 例 如 在 所 谓 “ 文 化 大 车 傅 ” 当 
中 ， 有 些 数学 家 和 良心 泥 灭 ， 甘 当 极 左派 的 爪牙 ， 雇 陷 目 己 的 同 
行 ; 无 独 有 偶 ， 例 如 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 德 国 数学 家 O: 泰 
希 米 勒 ， 是 一 个 罪行 累累 的 纳粹 分 子 ， 虽 然 他 有 天 才 煞 学 家 人 角 
罗 瓦 那 般 突出 的 数学 才华 ， 可 恨 他 疯狂 迫害 日 己 的 师长 ， 并 且 
是 “党 卫 军 ”的 骨干 分 子 ， 最 后 被 嚼 军 击 疆 ， 成 了 希特勒 的 可 
耻 殉 三 品 ! 

在 古今 中 外 著名 数学 家 的 队伍 当中 ， 不 乏 目 学 成 材 者 ， 其 
中 中 国 的 华罗庚 ， 俄 国 的 柯 娃 列 夫 斯 卡 雅 和 印度 的 拉 马 努 金 是 
最 优秀 的 代表 人 物 。 

华 罗 康 是 数学 史上 自学 成 功 的 最 富 传奇 色彩 的 伟大 数学 家 
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之 一 。 他 在 数论 、 代 数 、 几 何 和 复 分 析 等 方面 为 人 类 数学 事业 
做 出 了 光辉 贡献 。 例 如 对 于 哥 德 巴赫 猜想 : “每 个 大 于 4 的 偶 
数 丝 两 个 素数 之 和 ”，1938 年 华罗庚 证 明了 这 一 猜想 对 几乎 所 
有 的 偶数 成 立 ， 他 得 出 如 下 美妙 的 结论 ， 
M(z) _ 0 


其 中 M (z) 是 不 超过 xz 而 不 能 表 成 两 素数 和 的 偶数 的 个 数 。 

1770 年 ， 华 林 猜 想 : “对 每 个 整数 之 2， 缘 存在 一 个 仅 
依赖 于 的 整数 ,= (&)， 使 得 对 每 个 非 负 整数 n， 均 可 表 成 
s 个 非 人 负 整 数 的 & 次 贤 之 和 ， 即 方程 

Xi 二 "Xs 二 nn 

对 所 有 整数 2 之 0 有 非 整 数 解 x1，x2，…:，z,。” 

如 果 用 G (k) 表示 对 充分 大 的 n， 方 程 

友 十 友 十 十 让 一 Nn 
有 非 负 整 数 解 的 * 的 最 小 值 ， 华 罗 庚 证 明 出 著名 不 等 式 
CR)< 委 2 +1 

华罗庚 1910 年 生 于 江苏 省 金 坛 县 ， 其 父 经 营 一 个 家 庭 式 
小 杂货 店 。 他 初中 毕业 因 家 贫 而 辍学 ， 一 边 帮 其 父 经 营 小 杂货 
店 一 边 目 学 数学 ; 1930 年 ， 华 罗 庚 在 《科学 》 杂 志 上 发 表 他 
的 诈 篇 论文 《 苏 家 骆 之 代数 五 次 方程 式 解法 不 能 成 立 的 理由 》 
引起 清华 大 学 数学 系 主任 熊 庆 来 的 注意 ， 当 时 熊 庆 来 不 知道 这 
位 作者 华罗庚 是 何人 ， 后 来 从 一 位 金 坛 籍 的 教员 那里 得 知 华 罗 
庚 是 一 位 年 仅 20 岁 的 只 有 初中 文凭 的 青年 时 ， 这 位 系 主 任 感 
动 万 分 ，1931 年 ， 邀 华罗庚 去 清华 大 学 工作 ， 两 年 后 即 升 为 
清华 大 学 数学 系 教师 。1936 年 ， 英 国 大 数学 家 ，20 世纪 最 著 
名 的 数论 专家 之 一 哈代 邀请 年 轻 的 华罗庚 去 剑桥 大 学 做 访问 学 
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者 ， 华 罗 庚 很 快 就 精通 了 英文 ， 并 用 英文 在 世界 有 各 淋 记 上 友 
表 数 学 论文 15 篇 ， 与 哈代 成 了 最 好 的 朋友 。1938 年 到 1945 
年 ， 华 罗 康 在 西南 联合 大 学 〈 北 大 、 清 华 与 南开 在 昆明 联合 办 
学 ， 以 避 日 本 侵略 军 ) 执教 ， 主 办 数学 讨论 班 。1946 年 应 原 
苏联 科学 院 之 邀 去 原 苏联 访问 讲学 ，1948 年 当选 为 中 国 中 央 
研究 院 院士 。1947 年 起 ， 任 美国 普林斯顿 高 级 研究 院 人 证 务 员 ; 
普林斯顿 高 级 研究 院 是 大 科学 家 的 乐园 和 播 篮 ， 华 罗 庚 在 普 林 
斯 顿 高 级 研究 院 教授 数论 课程 。 从 1948 年 起 ， 任 美国 贷 利 话 
大 学 教授 ， 华 罗 庚 在 伊 大 的 一 大 群 学 生 都 成 长 为 职业 数学 家 。 
1950 年 ， 华 罗 康 率 妻 儿 回 到 中 国 ， 筹 建 中 国 科 学 院 数 学 人 赋 客 
所 。 为 了 培养 中 国 年 青 一 代数 学 家 ， 华 罗 庚 写 出 一 批 蜗 水 六 学 
术 专 著 出 版 ， 例 如 《数论 导 引 》 (1957)，《 扒 垒 素 效 论 》(1957)， 
《高 等 数学 引 论 》 (1963) 等 等 。1955 年 当选 为 中 国 科 学 院 竺 
部 委员 ，1958 年 起 任 中 国 科 学 技术 大 学 副 校长 ， 开 始 研究 应 
用 数学 ， 到 工矿 企业 推广 优选 法 与 统筹 法 。1966 年 ， 中 国 不 
幸 发 生 了 “文化 大 革命 "， 华 罗 庚 的 家 被 “ 红 卫 兵 ” 抄 了 好 几 
次 ， 他 的 宝贵 手稿 被 劫持 至 尽 ! 他 本 人 也 被 元 情 批判 ， 十 年 浩 
动 的 这 种 破坏 科研 迫害 科学 家 的 世道 直至 1976 年 才 得 以 终止。 
1976 年 之 后 ， 江 青 一 伙 灭 亡 ， 华 罗 庚 的 学 术 生 涯 遇 到 科学 的 
春天 而 活跃 起 来 ， 完 成 了 专著 《从 单位 圆 谈 起 》 (1977)，《 数 
论 在 近似 分 析 中 的 应 用 》 (1978， 与 王 元 合作 )，《 华 罗 庚 论文 
选集 ) (1983) 等 等 。 华 罗 庚 十 分 关心 青少年 的 成 长 和 数学 教 
育 ，1956 年 ， 他 倡导 在 中 国 举办 中 学 生 数 学 竞赛 ， 为 了 辅导 
参赛 同学 ， 华 罗 庚 特意 为 之 出 版 《从 杨辉 三 角 谈 起 》 等 多 种 参 
考 书 。 

华罗庚 共 发 表 数 学 论文 200 多 篇 ， 专 著 十 部 ， 其 中 有 八 部 
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在 国外 翻译 出 版 ， 有 些 可 以 列 为 经 典 著作 。 华 罗 庚 是 美国 科学 
院 院 士 ，1979 年 起 ， 他 去 英国 、 法 国 、 德 国 、 美 国 和 从 兰 等 
几 十 个 大 学 和 研究 所 讲学 ， 受 到 热烈 欢迎 和 高 度 评价 。 华 有 罗 庚 
被 芝加哥 科学 技术 博物 馆 列 为 当今 八 十 八 位 数学 伟人 之 一 。 外 
国 报刊 称 华 罗 康 “由 于 他 工作 范围 之 广 ， 使 他 堪 称 世界 名 列 前 
茅 的 数学 家 之 一 -”“ 他 是 绝对 第 一 流 的 数学 家 ， 他 是 做 出 特 多 
贡献 的 人 。”“ 受 他 直接 影响 的 人 也 许 比 受 历史 上 任何 数学 家 下 
接 影 响 的 人 都 多 。 
华罗庚 聪明 过 人 ， 但 他 总 是 把 勤奋 学 习 、 积 累 学 问 当 做 两 
把 成 功 的 钥匙 ， 他 的 名 言 是 
聪明 在 于 学 习 ， 
天 才 由 于 积 系 。 
198$ 年 6 月 12 日 ， 华 罗 康 在 东京 大 学 作 学 术 报 告 ， 讲 完 
最 后 一 句 话 之 后 ， 因 心脏 病 突 发 而 谢世 。 他 从 一 个 天 才 少 年 ， 
成 长 为 一 个 世界 级 数学 大 师 ， 为 全 世界 有 志 科 学 的 学 子 树立 了 
一 个 不 朽 的 榜样 。 
出 身 寒门 的 另 一 位 上 自学 成 才 的 大 数学 家 是 印度 奇才 拉 马 努 


” 金 。 拉 马 努 金 1887 年 生 于 印度 马 德 拉 斯 省 一 个 极端 贫穷 的 农 


民 和 家庭， 全 家 七 口 人 只 徘 父 亲 在 一 个 布 店 打工 每 月 收入 的 20 
户 比 度 日 ， 生 活 在 包 寒 交迫 之 中 。 拉 马 努 金 是 个 早熟 履 事 的 好 
护 子 ， 他 的 聪明 、 机 乔 和 优异 的 学 习 成 绩 成 了 全 家 人 的 安 轩 和 
骄 做 。 拉 马 努 金 7 岁 便 跳级 逢 入 页 伯 戈 纳 姆 中 学 ，10 多 时 在 
坦 焦 尔 地 区 初中 生 毕 业 会 考 中 取得 第 一 名 。 拉 马 努 金 自 幼 襄 欢 
思考 一 些 “ 怪 问题 "， 例 如 一 次 数学 课 老 师 讲 “等 被 任何 数 除 
部 等 于 等 。 小 拉 马 努 金立 刻 举 手提 问 : “ 零 除 以 零 也 等 于 零 
吗 ?”12 岁 时 ， 拉 蕊 努 金 独立 地 推导 出 著名 公式 
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1903 年 拉 马 努 金 考 入 页 们 钨 纳 姆 公立 学 院 ， 这 个 学 院 是 
个 不 重视 理科 教学 只 注重 文科 与 佛经 教学 的 学 校 ， 拉 马 努 金 对 
学 校 的 这 些 必修 课 十 分 反感 ， 终 因 文 科 成 绩 不 及 格 而 被 学 校 取 
消 学 籍 。 当 然 ， 拉 马 努 金 并 非 贪 玩 厌 学 的 闫 皮 孩 子 ， 他 的 兴 
在 数学 上 。 他 俯 到 一 本 英文 版 的 《纯粹 数学 概要 》， 书 中 列 出 
6165 个 定理 ， 但 音 未 给 出 证 明 。1903 年 到 1907 年 ， 他 全 力 以 
赴 研读 这 本 书 ， 且 给 出 了 书 中 公式 与 定理 的 全 部 正确 证 明 。 到 
1911 年 ， 他 找 不 到 固定 职业 ， 这 期 间 ， 衣 食 无 着 ， 虽 然 饥 寒 
难以 自 存 ， 但 对 数学 的 兴趣 有 增 无 减 ， 他 研究 幻 方 ， 他 研究 级 
数 ， 他 人 研究 数论 ， 他 研究 微 积 分 等 等 ， 人 研究 成 果 写 了 三 个 大 笔 
记 本 。 

1909 年 ， 拉 马 努 金 与 9 岁 女 孩 安 玛 结婚 ， 成 家 后 必须 外 
出 为 家 庭 谋 生 ， 他 找到 了 镇 长 艾 亚 尔 ， 这 位 镇 长 碰巧 是 一 位 数 
学 爱好 者 ， 拉 马 努 金 同 艾 亚 尔 请 求 帮助 找 一 份 活 干 ， 镇 长 问 : 
“你 有 什么 特长 ?” 拉 马 努 金 答 ' “数学 ”。 镇 长 间 ; “有 成 果 
吗 ?” 拉 马 努 金 递 给 镇 长 三 个 笔记 本 ， 镇 长 看 到 笔记 本 上 流利 
俊秀 的 字体 和 丰富 正确 的 数学 结论， 马上 对 拉 马 努 金 另 眼 相 
待 ， 请 坐 摆 茶 后 ， 两 人 朋友 般 欧 谈 起 数学 问题 。 独 长 娟 欢 上 了 
拉 马 努 金 这 个 衣衫 裙 补 不堪 满 脸 污 垢 的 小 伙 子 ， 帮 拉 蕊 努 金 找 
了 镇 政府 一 个 代理 公务 员 的 差事 ， 并 把 这 位 乞丐 才子 介绍 给 印 
度数 学 会 的 创建 者 拉 奥 ， 拉 奥 审 读 了 拉 马 努 金 那 二 本 已 经 随和 卫 
多 年 被 揉 破 的 笔记 本 ， 十 分 佩服 拉 马 努 金 的 成 果 与 奋斗 精神 ， 
于 是 拉 奥 按时 资助 拉 马 努 金 一 部 分 生活 费 ， 歌 励 拉 已 努 金 继续 
进行 数学 癸 究 。 

正如 著名 美国 数学 家 保罗 ' 哈 尔 莫 斯 在 名 著 《我 要 作 数 学 
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家 》 一 书 中 所 说 : “ 当 一 位 数学 家 ， 你 要 热爱 数学 超过 爱 你 的 
农 性、 宗教、 金钱、 人 舒适、 快乐 和 荣 炮 。 如 果 把 一 切 爱 好 排序 
的 话 ， 数 学 家 最 大 的 爱好 就 是 数学 ， 只 有 这 样 ， 他 才能 敬业 和 
勤 盏 ， 踏 踏实 实 诚实 劳动 。 拉 马 努 金正 是 这 种 人 ， 一 次 一 位 
老 朋 友 对 拉 马 努 金 说 : “你 怎么 这 么 快 就 成 了 受 人 重视 的 数学 
才子 ?” 拉 轧 努 金 说 : “我 不 是 什么 才子 。” 拉 马 努 金瓜 起 袖子 
让 朋友 看 ， 只 见 他 的 肘 部 皮肤 又 厚 又 平 ， 原 来 他 买 不 起 草稿 
纸 ， 就 用 石灰 条 在 石板 上 演算 ， 算 出 结果 后 ， 用 肘 部 一 擦 ， 再 
如 此 演算 下 面 的 内 容 。 拉 马 努 金 外 表 狼 狐 不 堪 ， 内 心 却 满 盛 锦 
组 数 学 之 化 。 他 从 码头 上 拾 来 一 些 人 家 遗弃 的 包装 用 过 的 碎 纸 
片 ， 用 这 种 破 纸 他 写 出 了 第 一 篇 数学 论文 《 伯 努 利 数 的 一 些 性 
质 》 在 《印度 数学 会 杂志 》 上 发 表 。 
我 们 容易 证 明 


有 k 

1+2+3+"+(k-1)= 7-» 

3 2 
2 ,2 22 ,... _1\2_k&- R kk 
1 人 +2+3++(k -1)= 本 一 + 区 
3 53 33 4 3 
1- 十 2 十 3 “+(k—-1)= 4 Ft 


今 
12 十 2 十 3 十 二 (R 一 1 = S,(k) 
伯 努 利 把 S。(&) 写成 级 数 形式 如 下 : 


pti 1 RAT 3 
S,(k) = 一 人 + BiC(n, 1) 一 B,C(n,3) 县 二 十 


加 一 oe ( 一 十 
其 中 CC (7 ， r) 二 忆 二 | | - - l 9 系数 Bi， B,, 


…， 称 为 但 努 利 数 。 
用 电子 计算 机 可 以 算得 伯 努 利 数 ， 但 是 在 拉 马 努 金 的 时 代 


303 


是 没有 电子 计算 机 的 ，( 即 使 有 拉 马 努 金 也 灭 不 起 )， 他 人 硬是 用 
垃圾 堆 里 拒 来 的 破 纸 厂 算出 


”7709321041217 
510 


此 外 ， 拉 马 努 金 还 发 表 了 关于 无 穷 级 数 、 无 穷 乘 积 、r 的 
近似 值 等 很 多 价值 极 高 的 论文 。 

1913 年 ， 拉 马 努 金 把 他 发 现 的 120 个 定理 与 公式 寡 述 天 
国 著 名 数学 家 哈代 审阅 ， 哈 代 收 到 拉 马 努 金 的 邮件 后 ， 如 获 至 
宝 ， 珍 爱 万 分 ，1920 年 ， 哈 代 回 忆 说 : “我 现在 依然 满意 地 记 
得 我 当时 立刻 确认 我 发 现 了 一 块 多 么 罕见 的 瑰 军 ， 甚 至 现在 我 
也 想象 不 出 有 人 敢 说 拉 马 努 金 是 一 个 能 有 多 伟大 的 数学 家 。 
1913 年 ， 了 蛤 代 收 到 拉 马 努 金 作 品 的 一 个 月 之 后 ， 写 信 给 拉 马 
努 金 ， 诚 执 邀 请 拉 马 努 金 即 速 赴 英 到 剑桥 大 学 共同 研究 数学 。 
1914 年 ， 拉 马 努 金 来 到 剑桥 三 一 学 院 ， 在 欧洲 潜心 研究 了 5 
年 数学 ， 成 了 世界 敬仰 的 大 数学 家 。 他 在 瑞 、 法 、 德 各 国 数学 
杂志 上 发 表 了 21 篇 独创 的 数学 论文 ，1918 年 当选 为 英国 皇家 
学 会 会 员 和 三 一 学 院 研 究 员 ， 这 两 顶 桂冠 正 是 每 位 数学 家 一 生 
渴求 而 很 难得 其 一 的 最 高 案 誉 ， 拉 马 努 金 这 位 出 喘 准 乞 丐 的 印 
度 贫民 数学 家 在 31 岁 小 小 的 年 纪 就 都 得 到 了 。 拉 马 努 金 是 素 
食 的 娑 罗 门 教徒 ， 长 期 营养 不 良 ， 加 上 对 数学 难题 废 短 和 还 食 的 
痴情 钻研 ，1917 年 染 患 肺结核 ， 这 种 病 当 时 尚 属 不 治之 症 ， 
他 不 得 不 返回 祖国 印度 。 马 德 拉 斯 大 学 不 顾 肺 结核 的 传染 性 ， 
三 顾 茅 庐 式 地 请 拉 马 努 金 答应 承担 该 大 学 数学 首席 教授 之 职 ， 
校方 答应 每 年 付 给 拉 马 努 金 2500 英镑 的 科研 津贴 ， 可 异 这 时 
拉 马 努 金 已 病 入 浓 育 ，1920 年 在 与 德 拉 斯 大 学 谢世 ， 邓 年 33 
网 ! 
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第 三 十 九 回 (》 人 皆 尊 重 有 为 者 我 也 要 做 数学 家 


拉 马 努 金 一 生 清贫 如 洗 ， 死 后 遗物 仅 两 幅 在 剑桥 的 相片 和 
一 个 冬天 御寒 的 热水袋 和 四 本 数学 笔记 。 他 临终 遗嘱 : “把 学 
校 发 给 他 的 奖金 和 津贴 全 部 送 穷 孩 子 们 做 学 费 。” 四 本 数学 笔 
记 中 ， 有 三 本 是 去 英国 之 前 写成 的 ， 第 四 本 是 他 在 病床 上 写 
的 ， 他 死 后 第 四 本 笔记 50 年 不 知 下 落 ，1976 年 在 三 一 学 院 图 
书馆 发 现 了 宝贵 的 第 四 笔记 本 ，1987 年 ， 印 度 总 理 把 它 公 之 
于 众 ， 如 今 拉 马 努 金 这 四 本 数学 笔记 已 收入 剑桥 大 学 出 版 社 出 
版 的 《 拉 马 努 金 全 集 》。 印 度 成 立 了 “ 拉 马 努 金 数学 研究 所 ”， 
这 是 一 个 世界 级 水 准 的 数学 科研 中 心 。 印 度 人 民 视 拉 马 努 金 为 
其 国家 与 民族 的 骄傲 。 

数学 大 师 了 哈代 对 拉 马 努 金 坎 坷 的 一 生 十 分 感慨 ， 他 说 : 
“如 有 果 他 少年 时 代 就 被 发 现 并 进行 培养 ， 他 会 成 为 更 加 伟大 的 
数学 家 ， 当 页 伯 戈 纳 姆 公立 学 院 因 文科 不 及 格 开除 拉 马 努 金 这 
位 他 们 曾经 拥有 过 的 伟大 人 物 时 ， 损 失 是 不 可 弥补 的 ， 这 是 伪 
化 的 教育 体制 造成 损失 的 最 糟糕 的 例子 之 一 。 难 以 想象 的 不 利 
条 件 一 直 伴 随 着 他 ， 一 个 贫穷 孤寂 的 印度 人 用 他 的 智慧 与 欧洲 
人 积累 起 来 的 智 间 竞争 ， 而 他 根本 没有 受过 真正 的 教育 。 在 印 
度 这 样 的 国家 ， 当 时 没有 一 个 人 能 使 拉 马 努 金 可 以 从 他 那里 学 
到 数学 ; 在 过 去 50 年 当中 ， 有 许多 似乎 比 拉 马 努 金 更 重要 ， 
我 估计 一 定 有 人 说 是 更 伟大 的 数学 家 ， 然 而 他 们 没有 一 个 有 勇 
气 在 自己 熟悉 的 领域 与 拉 马 努 金 对 抗 ， 如 果 拉 马 努 金 懂得 比赛 
规则 ， 他 可 以 赛 前 先 让 给 世界 上 任何 数学 家 15 分 。” 

在 回忆 拉 马 努 金 的 天 才 时 ， 哈 代 讲 了 一 个 真实 的 故事 . 
“我 记得 他 患 肺结核 病 倒 在 帕 尼 特 的 病床 上 时 ， 我 去 探望 他 ， 
我 滋 坐 的 出 租车 号 码 是 1729， 我 对 拉 马 努 金 说 ， 这 个 号 码 看 
起 来 很 单调 乏味 ， 但 愿 它 不 是 一 个 不 祥 之 兆 。 拉 马 努 金 串 吟 片 
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歼 对 我 倍 : “不 ， 这 是 一 个 十 分 吉祥 可 爱 的 数字 ， 它 是 能 用 两 
种 方式 表 成 两 个 立方 和 的 最 小 正 数 ， 

1729 = 123 十 1 =10+9’ 
我 问 他 是 否 能 告诉 我 相应 的 四 次 虞 的 问题 的 解 ， 他 说 这 种 例子 
肯定 存在 ， 不 过 是 个 非常 之 大 的 数 。 等 我 能 起 来 时 给 您 计算 出 
来 。” 

事实 上 ，635318657==1584 + $94 = 1344 + 13314。 

对 于 拉 马 努 金 来 说 ， 每 个 目 然 数 都 是 他 的 好 朋友 ， 拉 马 努 
金 育 欢 他 们 ， 能 解读 他 们 的 奥秘 。 

可 歌 可 演 的 拉 马 努 金 永 焉 不 朽 。 

如 果 我 们 在 事业 上 或 生活 中 遇 到 了 令 人 困惑 的 难题 或 难 
关 ， 不 妨 想 到 当年 的 拉 马 努 金 ， 他 当时 面 对 的 困难 可 能 比 我 们 
肌 到 的 还 要 大 ， 他 不 退却 ， 他 成 了 成 功 者 ， 下 所谓“ 眼前 得 丧 
等 云烟 ， 身 后 是 非 悬 日 月 ” 

李 太 日 在 《行路 难 》 一 许 中 肾 情 万 丈 地 说 : 

长 风 破 浪 会 有 时 ， 直 挂 云 帆 济 沧海 。 
年 轻 的 朋友 生 当 作 人 杰 ， 立 志 以 报国 ; 祝愿 你 以 历史 上 大 数学 
家 为 榜样 ， 在 科学 上 做 出 一 番 事 业 来 。 

哈代 说 :“ 数 学 是 年 轻 人 的 玩意 。” 他 回忆 自己 除了 想 做 数 
学 家 ， 设 想 过 做 别 的 什么 人 ! 寄 言 年 轻 的 该 者， 如果 你 目 感 聪 
明 尚 可 ， 不 妨 以 数学 家 为 奋斗 目标 ， 或 许 比 你 去 干 别 的 什么 事 
对 社会 有 更 大 的 作用 。 
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@ 第 四 二 加 
效 字 演义 吝 犹 未 尺 
篇 林 寄 垣 情丝 不 断 


数学 演义 读 到 这 一 回 即将 落下 帷幕 ; 一 本 《数学 演义 》， 
遵循 数学 大 众 化 的 宗旨 ， 为 不 是 职业 数学 家 的 朋友 们 提供 了 这 
些 具 有 浓厚 文化 色彩 的 数学 快餐 。 数 学 科普 是 科普 工作 中 最 难 
干 的 活 儿 ， 数 学 铁 板 一 块 式 的 严密 逻辑 体系 和 似乎 脱离 现实 的 
抽象 概念 ， 可 能 使 一 部 分 读者 望 洋 兴叹 ， 对 数学 敬而远之 。 本 
书 作 者 的 吉 吉 正在 于 使 不 喜欢 数学 的 读者 读 了 这 本 小 册子 之 
后 ， 从 此 爱恋 数学 ， 使 原来 就 襄 欢 数学 的 读者 能 深入 领会 数学 
的 灵魂 在 于 她 能 唤醒 我 们 的 心神 ， 浴 净 我 们 的 智慧 ， 为 我 们 的 
内 心志 界 增光 ， 深 尽 我 们 与 生 俱 来 的 对 抽象 与 数学 文明 的 无 
若 。 当 然 ， 我 的 写作 目的 肯定 未 完全 实现 ， 数 学 家 克拉 黑 
1988 年 出 版 了 一 本 好 书 叫 做 《混沌 与 秩序 》， 可 称 数学 科普 的 
精品 ， 克 拉 黑 目 信 “ 几 有 两 条 裤子 的 人 ， 都 应 该 卖 掉 一 条 来 买 
这 本 书 "，《 数 学 演义 》 可 能 比 不 过 《混沌 与 秩序 》， 但 我 们 书 
中 讲述 的 古今 中 外 数学 名 题 的 另类 解法 和 众多 数学 家 做 人 做 学 
问 的 故事 ， 会 使 本 书 的 读者 开卷 有 益 。 

数学 究竟 是 何 物 ? 这 是 一 个 我 们 必须 问 也 必须 答 的 问题 ， 
它 的 答 徐 还 没有 “ 写 完 "， 因 为 数学 还 在 发 展 之 中 ， 不 能 盖 棺 
定论 。 诸 如 数学 是 定义 、 公 理 、 定 理 、 公 式 、 法 则 的 集合 ; 数 
学 是 天 于 数 与 形 的 科学 ; 数学 是 概念 之 间 的 逻辑 链 ; 数学 是 符 
号 游戏 ;数学 是 思维 体操 ， 数学 是 科学 的 语言 ; 等 等 ; 我 们 不 
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能 完全 认同 上 述 任何 一 种 对 数学 的 界定 ， 因 为 数学 是 具有 多 奸 
性 的 一 门 抽象 的 科学 ， 它 狐 于 现实 又 不 会 与 现实 如 螺丝 与 螺 帆 
一 样 地 完全 吻合 ; 它 脱 离 实际 ， 又 能 广泛 地 应 用 于 实际 ; 它 全 
身 散 发 着 逻辑 的 气 县 ， 却 不 是 逻辑 学 的 分 文 ; 它 艰 深 难 收 ， 又 
不 是 不 能 通俗 化 ; 它 古 怪 冷 酷 ， 又 不 是 不 能 平易 近 人 。 本 书 对 
它 的 通俗 化 和 平易 近 人 的 特点 作 了 尝试 性 的 开发 ， 以 便 我 们 更 
亲切 地 品味 它 、 欣 赏 它 、 应 用 它 。 事 实 上 ， 数 学 是 一 种 局 文 
化 ， 是 一 门 充 满 人 文科 学 风采 的 既 非 白 然 科 学 义 非 哲学 与 人 文 
科学 的 命名 为 “数学 ”的 高 科学 。 
我 们 相信 ， 在 《数学 演义 》 的 读者 当中 ， 一 定 会 上 有 有心 人 

将 来 成 为 有 作为 的 数学 家 ， 至 少 会 使 一 部 分 青少年 萌生 这 种 念 
头 : 我 也 要 做 数学 家 。 

洪 滞 长 江东 送水 ， 

浪花 浮现 精英 ， 

勤奋 积 系 趁 年 作 ， 

数学 世界 喜 相 笑 。 
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